A3.3.1 Zeige, dass eine reelle Zahl x€(0,1) rational ist, wenn ihre
Dezimalbruchentwicklung periodisch ist. (Periode 9 darf nicht auftreten)
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A3.3.2 Zeige, dass die Menge der Folgen von Ziffern z€{0,1,...,g-1} fir
die alle z, ab einer gewissen Stelle gleich g-1 sind, abzahlbar
unendlich ist.

A3.3.3 Finde die dezimalen, dualen und hexadezimalen Darstellungen
folgender rationaler Zahlen: %, 1/7, 1/9, 1/3

A3.3.4
a)Es seli b eine natirliche Zahl>2.Zeige: Jede reelle Zahl x>0 besitzt
eine Darstellung der Gestalt

x=2 a,b™ mit -meN,, aDE{O,...,b—l], V n>m.

Mit den Zusatzforderungen a,#0, falls m<0, und a,#b-1 fir unendlich
viele n=m ist diese Darstellung eindeutig. (Diese Darstellung heilt
b-Bruchentwicklung oder b-Bruchdarstellung von x. Im Falle b=10, b=16,
b=8, b=2 spricht man auch von der Dezimal-, Hexadezimal-, Oktal-,
Bindarentwicklung oder -Darstellung von Xx)

Hinweis zur Existenz der Darstellung: Definiere die a, folgendermalen
rekursiv:
Xp1=xb" mit m:=-min{u€N;y:x<b'**}, und
an:=bgj, Xns1 =D (X,—a,) fir n=m.
/ // // /l
Verdeutlichung an einem Beispiel:
* x=vT§f=L2,288./. als Dezimalbruch darstellen:

/ / /
10'=10=4/106 < 1511«/710000=1oo=1o2=101+1 > m=-1.
X

X = x/iO :: aLy— L]=[x"10"1]1=1
51
Edel}m }{ \/ oh «/151 1=V 00 <w/ 2) =
i /
—10(£l,97b } )=10(12,288... -107=1) =
10(1,2288..-1)=10-0,2288..=2,288.. = ap=[x,]=2 =

X1=10 (XO_Z) = a,= 2 =
x,=10 (x,-2) = a,=8 usw
J151=12,288 (x.,=1,228.. Xy=2,28.. x=2,8.. x,=8,8...usw)

1
JisT= Y ad07+x,102=%1 10-0+ % 109 4 10748, 8..01072=

v=m=-1 1 2 E

=12,2+8,8...°107?
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#siehe Anlage P33

Los:#teilweise selbst in Anlehnung an Aufschrieb ergénzt#

Behauptung

(®)V xR mit x>0 I m€Z, m<0 und V n>m 3 a.,€[0,1,.

0
sodass x= Z ab™.

n=m

(® ® YMit der Zusatzforderung a,#0 falls m<0 und nicht
fir fast alle n=m), (d.h. V ny=m 3 n=ny:a,#b-1,
a,#b-1 fir unendlich viele n=>m)

(® ) eindeutig.

//81.5.5(706) Wohlordnungssatz//
//Vor:McN und M#© Beh: 3 minM//

'Ig_l}l

(ap=b-1
d.h.
ist die Darstellung aus

//82.1.3 (1255) (a,), (b,), (c,) Folgen aus R: a,—a,b,—b, (n—x)//

//3.)a,<c,<b, fiir fast alle n€EN und a=b = ¢, — a, a,— a, b
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Bew:Sei x>0 fest.
(® )Definiere m:=-min{ueN;: x<b™*};

(beachte g™ =2 o = [ueN;: x<b“”}¢®;1:{_53 min{u€Ny: x<b'*"} = meZ,

u— oo

(und b™<x<b'™ *siehe spater).

Definiere jetzt rekursiv: x,:=xb", an:=[xn], Xpi1 0 =D (Xp=Z4)

Z.B: 0 Db? Ib3 i< k|)4 hie? m=-3

Uur n=m.
Dann gilt wie anschlieRend bewiesen, V n>m:
/1
/
(0t) X—Z ab Y tx, b = x,=(x- Z ao” {b“ /]
/
v =m v=m / /
(B) 0<x,<b / .
/ /
(y)a.€{0,1,..,b- “L K /S
siehe Bsp * oben / S/
Bew zu () \\ // // /
Zu (a), (P) . Induktlon nach n / /
/
L E /
n=m: X=xb" = X= X0 = 4y b/ +x T ...
\ ,/
\ / /
Nach Def von m gij/t x<b'h = 0<x,= = b'<b'p"=b
\ |___H)nachVor
ol / / n—l/
NN+l - Z /Xt ;
——— :x Indive avb\v+/ ~/ bP=4: ab™+(aytx..bl) b=
= ‘\v*m\ _ /)/+1b <Jﬁrl§§
‘7 xnl’ b (x,- z)/ = x,=a,+x,.,b"
Zx \avD Y+ X D 1b7“ Z Ao+, MY
O V/:n’ll / vV =m
<x - d < /
Bew zu(B): " 2" " \= 0<b(x,-a,) <b = 0=x,.,=b (x,-a,)<b
da a, x,] \
\
Bew zu (y):folgt direkt aus (P)
\ <
— —
Wegen x,b™,%., 0 (da Oéxnb“(B)bb“nme & S2.1.3 3.)
und (a) folgt: X=Z avob™
n-1 n-1
x=)  abtx,b” = x,=(x-) ab™)b
Bem: (.)Es gilt xnb‘“=2 avb™
(da nach(a) xb =x- Z ab™=3 ab™- Z ab™= Z ao™) n>m.

v=m v=m v=n

(..)Fir obige a, gilt nicht: {an=b 1 fiur fast alle n)}
Bew:Ann a,=b-1 V n=n, fir ein ny,eN, n,=m =

o0
§ -V
b n < a b- "o b
] Z Vv b—v: (b _ l )
— -~
— =b-1 ausgeklammert=v =0 1

1
geomReihe 1= B~

b
-1 p b - 1)=b1'”° = X, =b Widerspruch zu P

(® ® )Eindeutigkeit der Darstellung: Es seien m,a,, x, fir n=m wie in
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Sei X=Z byb™¥mit -MEN, und bVE{O,l, ..,b—l} V v=M, sowie

v =M \
zusatzlich: by#0, falls M<0 und l’llC,h’t (EF,b—l fir fast alle v=m).
Z.z. M=m und by=a, V v=m 7 S._ -7
// /g/// S b
Definiere fir nz=M (siehe_ B&m (.)):/yn/:‘EB“Z bvb‘V=Z\-H3’ b
// /// V=n v=n 20
Wir wollen zeigen: yi= xr,,f_V’:r_l‘>_M_ _______________
~~~~ 3o
Z be“< Z )™= (b-1) y=o \=g V n=M,
Ve — _ 1 b \
= \§ 1-5"' b-1 \

by<b-1 V v=n und b%b 17 fmmuldestens 1 v>n,

o — \

-

d.h. 0<y.<b V n=M = x= Z bybV=b b by V=yb" U<ph M=p
___________ v_—ﬁ_____::__v_EM_———-”——’ /
Hieraus folgt:M=m, denn —————"7"7" /
- /
1.Fall:M=0:x<b .2 (m:=—min[u€N;: x<b'*=b"’} = =0

0 /

& 2 =
M<O) b MbM ?50 d.h. bM >ldaM <0 b b —u b b—v:X<b1—M siehe Egite 1806
= V V.

2.Fall:M#0(d.h
M:=-min{uEN,: x<b™}=-min{u€N,: x<b™*"|=m.

) (b- Db

= bb¥< (b-1)b™ bV'=—r7—

- Z P T

:=—min{u€N0:x<b1*‘ M }, analog a, statt b,b
:=—min{uENy: x<b™ ™} = M=m

#3.Fall:M#0,M>0: —pl+ (M)

Vo =b™! Z be=|=b“” Z byb™-b,b™) =b (b" )| byb™-b,)=b (y.-b,) =

v=n+1 VvV =n vV =n

V=X, V n>m nackp folgendem Bew durch Induktion nach n:
o |
Sbb
&
=3 siehe Seite 1807

=N"p, b =x
n=m: V=b" =¥ =b"x X

B -
n n+l:yn,:s°Db(y,—by) ndvyrb (x,-by) =x41 .

Wegen b [Yn] V n=m folgt al’l:[ ]:[yn] bn V n>m
da Ynt z cv+ng _b + z b b*™v und
v=n+l
¥ ¥ -
0= Z by V< Z (b—l)bn*v: (b—l)bﬂ Z b V= (b—l)bnz b~ (vt =
v=n+l S v=n+l o v=n+l v=0
Z ) Z b (b- l)_le:I_ = [y.]=b,
v=0 v=0
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b)Berechne die Bindrdarstellung der Dezimalzahl 5,2

Los: (5,2)1. m=-min{u€Ny:5,2<2'"=-2,da 2°<5,2<23,
X.,=5,227%=1,3 = a_,=[1,3]=1 = x,=2(1,3-1)=0,6 = a,=[0,6]=0 =
x0=2(0,6-0)=1,2 = a=1 = x,=2(1,2-1)=0,4 = a,=0 =
x,=2(0,4-0)=0,8 = a,=0 = x3=2(0,8-0)=1,6 = az=1 =

1,2
%,=2(1,6-1)==2 = a,=l=a, @ Xs=X,, as=a; = Xs=X,, ac=a, USW =

=X,
(5,2)w=(lOl,OOllOOll...)2=(101,99}1)2

Periode

c)Berechne die 7-Bruchdarstellung der Dezimalzahl 2000
Los:x=(2000),0. 7°=343<2000<2100<7* = m=-3,
x5=2000"77°€[5,6) = a=5 = x,=7(2000:7°-5)€[5,6) = a =5 =
x1=7(x,-5)€[5,6) = a =5 = x,=5 = a,=5. Also (2000);,=(5555),.
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