A4.4.18 Gegeben sei eine stetige Funktion f: R(R. Es gelte 
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//S4.4.7(2560) Vor: M(R oder M(C 
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//    ( z1,z2(M mit f(z1)(f(z)(f(z2) ( z(M.
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 ( m=max|f(x)|, |f(x)| ist stetig in x([x1,x2]) ( 

   ( m=max|f(x0)| für x0([x1,x2]
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A4.4.19 Zeige:Eine auf einem beschränkten Intervall 

   gleichmäßig stetige Funktion ist dort beschränkt.

A4.4.20 Zeige:Die Funktion x

1/x ist auf R+ nicht gleichmäßig 

   stetig.

Tip: nicht beschränkt

A4.4.21 

a)f=
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. Gleichmäßige Stetigkeit auf Definitionsbereich?

Expotential-, Trigonometrische, hyperbolische Funktionen 

sind stetig auf ganz C.
Lös: 

b)Es sei f eine auf R stetige Funktion, für die gilt: 

   ( p>0: f(x+p)=f(x) ( x(R. Man nennt dann f auch periodisch 

   mit Periodenlänge p.

   Zeige, dass die Funktion f auf R gleichmäßig stetig ist.

//S4.4.9(2565)Gleichmäßige Stetigkeit//

//Vor:Sei M(R oder M(C und M kompakt (2560), f:M(C stetig auf M.//

//Beh:f ist gleichmäßig stetig auf M.//

Lös:
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Bew:Z.z. ( (>0 ( (>0 ( x1,x2(R. |x1-x2|<( ( |f(x1)-f(x2)|<(
       (.)f(x+p)=f(x) ( x(R ( ( k(Z, f(x+kp)=f(x) ( x(R
      (..)f auf R stetig ( f auf [0,2p] stetig
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          f auf [0,2p] gleichmäßig stetig.

          ( (1>0 ( (1>0: ( x1,x2([0,2p]:|x1-x2|<(1 ( |f(x1)-f(x2)|<

1
      (...)( x(R ( k(Z, r([0,p):x=kp+r

   Falls x=kxp+rx, y=kyp+ry und |x-y|<p ( |kx-ky|(1, da


    Für k=min{kx,ky}: x-kp([0,2p] und y-kp([0,2p]

    Sei: neues (>0 beliebig. Setze (1=( und bestimme (1. 

    Setze (=min{(1,p}, dann ( x1,x2(R, |x1-x2|<(, k=min{k
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#  (.)f(x+p)=f(x) ( x(R ( ( k(Z, f(x+kp)=f(x) ( x(R
# (..)f auf R stetig ( f auf [-kp,kp] stetig
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#          f auf [-kp,kp] gleichmäßig stetig.

#          ( (1>0 ( (1>0: ( x1,x2([0,p]:|x1-x2|<(1 ( |f(x1)-f(x2)|<

1

# (...)( x(R ( k(Z, r([0,p):x=kp+r
#   x1=k
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#   f(x1’)=f(x1), f(x2’)=f(x2) 
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A4.4.22 Geg sei eine stetige Funktion f:(a,b)( R (a,b(R, a<b).

    Zeige, dass genau dann eine stetige Fortsetzung F:[a,b]( R 

    von f existiert, wenn f gleichmäßig stetig ist.

//S4.4.10(2568) Ist f:I(R gleichmäßig stetig auf I,so ist f stetig auf I
//S4.2.2(2304)Sei M(R, x0(M’, f:M(R//
//      Bem:3.) ( 
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f:(a,b)( R stetig
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A4.4.23

a)Zeige: Ist die Funktion f auf R stetig und existieren die 

   Grenzwerte von f für x(( und x(-(, so ist f gleichmäßig 

   stetig auf R.

//S4.4.8(2563)Gleichmäßige Stetigkeit//

//Vor:Sei M(R oder M(C und M kompakt, f:M(C stetig auf M.//

//Beh:f ist gleichmäßig stetig auf M.//

//D4.4.5 (2562)Gleichmäßige Stetigkeit//

//Sei M(R oder M(C. f:M(C heißt gleichmäßig stetig auf M:( //

//((>0 ( (=((>0 mit |f(z1)- f(z2)|<( ( z1,z2(M, |z1-z2|<((//
Lös:D4.4.5 (2562)( (>0 ( ((>0: ( x1,x2(R, |x1-x2|<(( ( |f(x1)-f(x2)|<(, 
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                      x1 x2  k1]
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      f gleichmäßig stetig auf [-k2,k1]
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      ( (3>0 ( (3>0, ( x1,x2([-k2,k1],|x1-x2|<(3 ( |f(x1)-f(x2)|<(3.

      Sei (>0 beliebig. Setze (1=(2=(3=(/3, bestimme k1,k2(R+, (3>0,

      setze (=min{(3,k1,k2} #>0#. Setze x1,x2(R beliebig mit |x1-x2|<(.
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 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]·

Falls x1<k1 und x2>k1: 

        #|x1-x2|=|x1+k1-k1-x2|(
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EMBED Equation.3[image: image65.wmf]4
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 EMBED Equation.3  [image: image68.wmf]·



 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf]·

Falls x1<-k2, x2([-k2,k] # x2>-k2 #, analog,

  insgesamt gleichmäßig stetig

b)Folgt umgekehrt aus gleichmäßiger Stetigkeit die Existenz der 

  beiden Grenzwerte. 

  Anleitung:Betrachte z.B. die periodische Funktion.

Lös:
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 f(x) müssen nicht existieren.

   Betrachte z.B. f(x)=|x-[x]-1/2]

½                                    f auf R stetig und 

                                     periodisch, d.h. nach

        ½     1            2         A4.5.6 b)gleichmäßig stetig 

                                     auf R, also für n(N, 
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A4.4.24 Gleichmäßige Stetigkeit auf geg Defbereich?

a)f=
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//S4.4.8(2565) Gleichmäßige Stetigkeit von f

//Vor: Sei M(R oder M(C und M kompakt, f:M(C stetig auf M.

//Beh:f ist gleichmäßig stetig auf M.

Lös: sin(x) stetig
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sin(x) glm stetig auf [0,4(] 

     ( ((()>0 
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Lös: g(x) stetig
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g(x) glm stetig auf [0,1] (
     ( (>0 ( (>0: ( x,y([0,1] mit |x-y| gilt stets |g(x)-g(y)|<( (
     ( x,y((0,1) & ( 
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     glm Stetigkeit auf [0,1] ( glm Stetigkeit auf (0,1)

c) f=
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Lös: h(x) nicht definiert auf [0,1]
     Sei (=log(
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3

) & (>0 beliebig klein
[image: image84.wmf]{

d

d

=

=

Þ

y

x

,

2

3

|x-y|=
[image: image85.wmf]2

1

(<(,

     |h(x)-h(y)|=|log(
[image: image86.wmf]2

3

()-log(()|=|log(
[image: image87.wmf]d

d

2

3

)|=|log(
[image: image88.wmf]2

3

)|=log(
[image: image89.wmf]2

3

)(( 
[image: image90.wmf]{

klein

beliebig

d

"

Þ

  
     h(x) nicht glm stetig.
     Bem: h(x) glm stetig auf
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. Die [a,1] können (0,1) beliebig genau 
          ausfüllen, sie kommen aber nicht an den Randpunkt, da sie 
          immer einen bestimmten echten Mindestabstand zum Nullpunkt 
          aufweisen, während(0,1) keinen Mindestabstand zu Null besitzt, 
          aber 0 trotzdem nicht enthält.

A4.2.17 Geg sei ein Intervall I( R und eine Funktion f:I( R.

     Zeige, dass f genau dann gleichmäßig stetig auf I ist, wenn für 

     alle Folgen (xn)
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Lös:(.)f:I( R sei gleichmäßig stetig, d.h. 

      ( (>0 ( (>0, ( x,y(I mit |x-y|<( gilt |f(x)-f(y)|<(. 

      Weiter seien (xn),(yn) Folgen in I mit 
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      Also gilt 
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   (..)Nun sei f nicht gleichmäßig stetig, d.h. 

      ( (0>0 ( (>0 ( x,y(I mit |x-y|<(: |f(x)-f(y)|((0.

      Sei ein solches (0>0 geg. ( 

      ( xn,yn(I, ( n(N mit |xn-yn|<1/n und |f(xn)-f(yn)|((0 (
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A4.2.16
a)Es sei M( C und f:M( C. Zeige:

  f gleichmäßig stetig auf M ( |f| gleichmäßig stetig auf M

b)Bestimme alle Unstetigkeitsstellen der Funktion

  f: R( C, f(x)= 
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(Dieses Bsp zeigt, daß die Umkehrung von a) nicht gilt)

A4.5.12 Es sei s(x):=|x-(x(-1/2|, x(R, und f(x)=
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 a)Untersuche die Funktion f:(0,1(( R auf gleichmäßige Stetigkeit

                                             

                   x                  s(1/x)(=0 für 1/x=0,5; 1,5; 2,5..    

     0       1               2/3    1                 x=     2/3; 2/5… 

s(x)                   0                   =1/2 für 1/x=  1; 2;   3…

                                                      x=  1; ½;   1/3…   

//D4.4.5 (2562)M(R 
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 M(C. f:M(C gleichmäßig stetig auf M:( //

//( (>0 ( (=((>0 mit |f(z1)-f(z2)|<( ( z1,z2(M, |z1-z2|<((//
//Bem:f:M( C ist gleichmäßig stetig auf M ( ((>0 ( (=((()>0//

//   (( unabhängig von z(M) mit: ( z0(M, ( z(M(U((z0) gilt//

//   f(z)(U((z0).//
Lös:( n(N:f(1/n)-f(
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    zu (=1/2 ein (>0 existieren mit: 

    (*) |f(x)-f(y)|<(=1/2 (!!! x,y((0,1( mit |x-y|<(.

    Da 1/n-
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#   ( (>0, (auch beliebig klein) ( z1=1/n0 und z2=
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#   |f(z1)-f(z2)|=1/2, also nicht <1/2 ( 

#   Für (=1/2 ( 
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b)Ist f auf (0,1( stetig?

//S4.3.2(2403)Folgenstetigkeit//

//   Genau dann ist f=D( K stetig in x0(D, wenn für jede Folge//

//   (xn) in D mit xn(x0 auch f(xn)
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f(x0) gilt.//

//S4.3.3 (2403)Rechenregeln für Stetigkeit//

//Vor:f,g: M( R stetig im Punkt x0(M.//

//Beh:3.)Sind f:D(D1 stetig in x0(D und g:D1( K stetig in f(x0)( D1, so 

//         ist die Hintereinanderausführung g

f:D( K stetig in x0.//

//S4.4.3 (2530)Umkehrfunktion//

//Ist f:I( R streng monoton und stetig, so besitzt f auf dem Intervall// //J=f(I) eine Umkehrfunktion f-1, welche dort stetig ist und im selben// //Sinne wie f streng monoton ist.//

Lös:s(x):=|x-(x(-1/2|, ist stetig auf R, wie man z.B. mit dem 

    Folgenkriterium nachprüft. 

#   ||x0-(x0(-
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0 ( x0(R ( s(xn)
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 f(x)=x stetig auf R
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    1/x ist stetig auf (0,1( (sogar auf R\(0()
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f(x)=s(1/x) ist 

    stetig auf (0,1(
c)Ist f in x0=0 stetig?

Lös:f ist in x0=0 unstetig, denn sonst wäre f mit b) stetig auf 

    kompakter Menge (0,1( 
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 f glm stetig auf (0,1(, insbesondere glm 

    stetig auf (0,1( ( Widerspruch zu (a)

Bem:Mit dem Folgenkriterium sieht man, dass 
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A4.4.?? Es sei s(x):=|x-(x(-1/2|, x(R, und f(x)=
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 a)Untersuche die Funktion f:(0,1(( R auf gleichmäßige Stetigkeit

                                             

                   x                  s(1/x)(=0 für 1/x=0,5; 1,5; 2,5..    

     0       1               2/3    1                 x=     2/3; 2/5… 

s(x)                   0                   =1/2 für 1/x=  1; 2;   3…

                                                      x=  1; ½;   1/3…   

//D4.4.5 (2562)M(R 
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 M(C. f:M(C gleichmäßig stetig auf M:( //

//( (>0 ( (=((>0 mit |f(z1)-f(z2)|<( ( z1,z2(M, |z1-z2|<((//
//Bem:f:M( C ist gleichmäßig stetig auf M ( ((>0 ( (=((()>0//

//   (( unabhängig von z(M) mit: ( z0(M, ( z(M(U((z0) gilt//

//   f(z)(U((z0).//
Lös:( n(N:f(1/n)-f(
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    1/2-0=1/2
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f nicht gleichmäßig stetig auf (0,1(, denn sonst würde   

    zu (=1/2 ein (>0 existieren mit: 

    (*) |f(x)-f(y)|<(=1/2 (!!! x,y((0,1( mit |x-y|<(.

    Da 1/n-
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    1/2=f(1/n0)-f
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#   ( (>0, (auch beliebig klein) ( z1=1/n0 und z2=
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#   |f(z1)-f(z2)|=1/2, also nicht <1/2 ( 

#   Für (=1/2 ( 
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>0 mit |f(z1)-f(z2)|
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