2.(1200) Kapitel Konvergenz von Folgen und Reihen

K steht im Folgenden immer für R oder C. 
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2.1(1200) Konvergenz und Grenzwert

D2.1.1(1200) Eine Folge(zn)=(zn)
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(K heißt konvergent ( ( z(K, sodass 

   gilt ( 

>0 ( n0=n0(

)(N mit |zn-z|<( ( n(n0.

   Dann heißt z der Grenzwert oder Limes der Folge (zn). 

   Eine Folge heißt divergent, wenn sie nicht konvergent ist. 

   Eine konvergente Folge mit Grenzwert 0 heißt Nullfolge.

Formulierung zu Nullfolge: 

   Eine Folge (zn) in K heißt eine Nullfolge, falls gilt:

   ((>0 ( N(R+ ( n(N: n(N ( |zn|<(.

   Ist dies der Fall, so sagen wir auch, dass (zn) gegen 0 strebt oder 

   gegen 0 konvergiert, und wir schreiben 

 zn=0 oder zn(0(n(().

   Eine Folge (zn)heißt konvergent, wenn ein z(K, existiert, für welches 

   die Folge (zn-z) eine Nullfolge ist. Ein solches z heißt dann 

   Grenzwert der Folge: zn
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z ( (zn-z) ist Nullfolge für (n(()

   Wir schreiben dann auch 

 zn=z oder zn
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   Wir nennen die Folge (zn) beschränkt, falls es ein K(R+ gibt mit 

   |zn|

K ( n(N
Bez:a)z=

zn, zn
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    b)( n(N sei eine Aussage A(n) festgelegt. Wir sagen dann:

      (.)A(n) gilt für fast alle n, falls ein n0(N existiert, sodass 

         A(n) ( n(n0 richtig ist (Bsp Konvergenz Def).

Andere Formulierung:

         A(n) gilt für fast alle n(N: ( A(n) gilt für ( n(N mit 

         höchstens endlich vielen Ausnahmen.

    (..)A(n) gilt für ( viele n, falls |{n(N| A(n) ist richtig}|=(
        Bsp:an=
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Bem:1.)Für ein a(R und (>0 heißt Intervall U

(a):=(a-(,a+() 

       eine ( Umgebung von  a
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       a-(  a  a+(     
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(a) ( n(n0 d.h.: 

       an ( U

(a) nur für endlich viele n(N ( 

       ( 
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U

(a)

       (außerhalb der ( Umgebung von a) 

   Bsp: a1 a2  a3   a4     a5     ….

            5 2,5 1,25 0,625 0,3125 ….

                     1    0,3125     -1 

                                              a1,a2,a3(U1(0)  

                                          

5 2,5  1,25 0,625 0  

     U

(z0):={z(C:|z-z0|<(} ((>0,z,z0(C) Kreisscheibe heißt

   (-Umgebung von z0 in C. Damit gilt:

     zn(z0(n((),zn( C ( ((>0 ( n0=n0(()(N                 z0
     mit zn(U((z0) ( n(n0(()                       x    |z-z0|<(
        ( (>0 gilt zn(U

(z0) für fast alle n(N     

     ( (>0 gilt zn(U

(z0)

     (außerhalb der ( Umgebung von z0)

     nur für endlich viele n(N 

     Für (zn)( C, z(C gilt zn
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(z) nur für endlich viele n(N.

   2.)Für (zn)( C, z(C gilt 

zn=z ( 

(Re zn)=Re z 
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 EMBED Equation.2  
(Im zn)=Im z

       Bew:|Re zn-Re z|,|Im zn -Im z|(|zn-z|(
           |Re zn-Re z|+|Im zn -Im z|

   3.)Eindeutigkeit des Grenzwerts konvergenter Folgen.

      Aus 

wn=w und 

wn=z ( w=z, oder andere Formulierung

      wn
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               ( (>0 ( n1(()(N: |wn-z|<( ( n(n1

          n2=max(n1,n0( ( |w-z|=|w-wn+wn-z|(|wn-w|+|wn-z|<(+(=2( ( n(n2(() 
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Andere Formulierung:

      Eine konvergente komplexe Zahlenfolge besitzt höchstens einen 

      Grenzwert, d.h., eine konvergente Folge besitzt genau einen 

      Grenzwert.

      Bew:Annahme z(0),z(1) sind 2 Grenzwerte einer konvergenten Folge.

          ( (>0 ( n
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 Re(z(0))=Re(z(1)), 

          analog Im ( z(0)=z(1), 

Bem:z1,z2( C sind gleich ( ( (>0:|z1-z2|<(
   4.)Eine Nullfolge ist konvergent; ihr Grenzwert ist gleich 0

    Bew: Ist klar nach Definition der Konvergenz.

   5.)Beh.:

 xn=x(0 ( ( n0(N ( n(n0: xn(0

    Bew:Sei 

=|x|( ( n0: ( n(n0 gilt |xn-x|<(/2 und wegen 

        |xn|=|x+xn-x|=|x-(-xn)+x)|(|x|-|x-xn|=|x|-|xn-x|((/2=|x|/2(0 ( Beh

   6.)xn,yn(R. 

 xn=x, 

 yn=y, xn(yn ( n(n0 ( x(y

    Bew:Wir zeigen folgende stärkere Aussage : Ist x>y, so folgt xn>yn 

        für alle großen n. Dazu sei (=x-y gesetzt. Dann gibt es ein N(R+ 

        so, dass ( n(N gilt |x-xn|<(/2 und |y-yn|<(/2 ( 

        xn-yn(
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*Andere Formulierung:

        d=|x-y|,(<d/10, Annahme:y>x ( y=x+d

        U={u(R |x-d/10(u(x+d/10}, 

        O={o(R|y-d/10(o(y+d/10}={o(R|x+d-d/10(o(x+d+d/10}= 

          {o(R|x+9d/10(o(x+11d/10} ( o>u ( o,u
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   7.)Sandwhichsatz

     Seien (x
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    Bew:Zu (>0 ( N(R+ so, dass |x
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   8.)Eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn die 

      Folgen der Real- und Imaginärteile beide konvergieren.

     Bew:Seien zn=xn+iyn(C für n(1. Sei angenommen, dass (zn) gegen 

         z=x+iy konvergiert, also (zn-z) Nullfolge ist

         ( (xn-x)und(yn-y)sind Nullfolgen.

        Umgekehrt folgt aus der Konvergenz von (xn) und (yn) gegen 

        x bzw y, dass (xn-x) und (yn-y) Nullfolgen sind, und dann folgt, 

        dass (zn-z) ebenfalls Nullfolge ist, d.h. 

        dass (zn) gegen z konvergiert.

Andere Formulierung:

       Für eine komplexe Zahlenfolge zn gilt

       (.)zn(z(n(() ( |zn|(|z|(n(()

          Bew: (>|zn|-|z|
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          Für (zn)( C, z(C gilt 

 zn=z ( 

          

 Re(zn)= Re z und 

 Im(zn)=Im z

        Bem:Insbesondere hat eine reelle Zahlenfolge, welche konvergent 

            ist (gemäß unserer Def) einen reellen und eindeutigen 

            Grenzwert 

    Bew:“(“ (>|zn-z|
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 EMBED Equation.2  
 ( |x|<1

       an=

z(=
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       z=1 ( an=n+1((
       |z|<1 ( |zn-0|=|zn|=|z|n(0(n(() für |z|<1 ( 

       an(
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  5.)an=
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A2.1.1 (1204)Zeige die Konvergenz und berechne den Grenzwert der 

       Folge (xn) mit xn=(n-1)/(n+1)
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Untersuche nachstehende Folgen (an)

 auf Konvergenz mit Hilfe der 
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(.) an=
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[image: image60.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

e

3

+1  

   |an-1|=|
[image: image61.wmf]3

n

n

2

2

+

-
[image: image62.wmf]3

n

3

n

2

2

+

+

|=
[image: image63.wmf]3

n

3

2

+

(
[image: image64.wmf]2

n

3

(
[image: image65.wmf]n

3

<(. 
[image: image66.wmf]n

3

<( ( n>
[image: image67.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

e

3

+1

(..)an=
[image: image68.wmf]n

1



 EMBED Equation.2  [image: image69.wmf]å

=

n

n

1

(-
[image: image70.wmf]1

n

2

n

2

+


Lös:an=
[image: image71.wmf]n

2

)

1

n

(

n

+

-
[image: image72.wmf]1

n

2

n

2

+

=
[image: image73.wmf])

1

2

(

2

2

)

1

2

)(

1

(

2

+

-

+

+

n

n

n

n

=
[image: image74.wmf])

1

n

2

(

2

n

2

1

n

3

n

2

2

2

+

-

+

+

= 

    
[image: image75.wmf]2

n

4

1

n

3

+

+

. Wir zeigen 

=3/4. Sei (>0 baf. 

    Definiere n0(():=
[image: image76.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

e

1

+1. Dann gilt ( n(n0(():

   |
[image: image77.wmf]2

n

4

1

n

3

+

+

-3/4|=
[image: image78.wmf])

1

n

2

(

4

|

)

1

n

2

(

3

)

1

n

3

(

2

|

+

+

-

+

=
[image: image79.wmf])

1

n

2

(

4

|

3

n

6

2

n

6

|

+

-

-

+

= 

    
[image: image80.wmf])

1

n

2

(

4

1

+

(
[image: image81.wmf]1

n

2

1

+

(
[image: image82.wmf]n

1

<( ( n>
[image: image83.wmf]e

1

 ( n(
[image: image84.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

e

1

+1

A2.1.3(1205)  Es sei |z|<1 und (zn)

 definiert durch zn=
[image: image85.wmf]å

=

n

0

k

kzk. 

   Untersuche (zn)

 auf Konvergenz und bestimme ggf den Grenzwert.

Lös:zn=
[image: image86.wmf]å

=

n

0

k

kzk=
[image: image87.wmf]å

=

n

1

k

kzk=
[image: image88.wmf]å

=

n

1

k

zk
[image: image89.wmf]{

k

k

j

å

=

1

1

=
[image: image90.wmf]å

=

n

1

j



 EMBED Equation.2  [image: image91.wmf]å

=

n

j

k

zk-jzj=
[image: image92.wmf]å

=

n

1

j

zj
[image: image93.wmf]å

=

n

j

k

zk-j
[image: image94.wmf]{

j

k

-

=

n

=



 EMBED Equation.2  [image: image95.wmf]å

=

n

1

j

zj
[image: image96.wmf]å

-

=

n

j

n

0

z(=
[image: image97.wmf]å

=

n

1

j

zj
[image: image98.wmf]z

1

z

1

1

j

n

-

-

+

-

= 

      
[image: image99.wmf]z

1

z

-



 EMBED Equation.2  [image: image100.wmf]å

=

n

1

j

zj-1-
[image: image101.wmf]å

=

n

1

j



 EMBED Equation.2  [image: image102.wmf]z

1

z

1

n

-

+

=
[image: image103.wmf]z

1

z

-



 EMBED Equation.2  [image: image104.wmf]å

-

=

n

1

n

0

z(-
[image: image105.wmf]z

1

nz

1

n

-

+

=
[image: image106.wmf]z

1

z

-



 EMBED Equation.2  [image: image107.wmf]}

z

1

z

1

0

n

-

-

®

-
[image: image108.wmf]}

z

1

z

nz

0

n

-

®


[image: image109.wmf]¥

®

®

n


[image: image110.wmf]2

)

z

1

(

z

-


A2.1.4(1205) Gegeben sei eine Folge (an)

, an(0, 
[image: image111.wmf]¥

®

n

lim

 an=a. Beweise, dass 
    dann 
[image: image112.wmf]¥

®

n

lim



 EMBED Equation.2  [image: image113.wmf]n

a

=

 gilt.

Bew:Es gilt 

 an=

|an|=a, d.h. ( (>0 ( n0(() ( n(n0(():|an-a|<(. 

    Wenn an>0 ( n(N, dann ist auch a(0. 
[image: image114.wmf]n

a

-

=
[image: image115.wmf]a

a

a

a

n

n

+

-


    Sei (>0 baf, dann gilt 

    ( n(n1(():=n0((2): 

    Fall 1:
[image: image116.wmf]n

a

+

<( ( |
[image: image117.wmf]n

a

-

|(
[image: image118.wmf]n

a

+

<(
    Fall 2:
[image: image119.wmf]n

a

+

(( ( |
[image: image120.wmf]n

a

-

|
[image: image121.wmf]4

3

4

2

1

0

>

+

+

a

a

a

a

n

n

=|
[image: image122.wmf]n

a

-

|
[image: image123.wmf]|

|

|

|

a

a

a

a

n

n

+

+

=
[image: image124.wmf]a

a

|

a

a

|

n

n

+

-

( 

           
[image: image125.wmf]e

-

|

a

a

|

n

<(


Andere Formulierung:  

    a=

 an=

|an|=|a| ( a(0 

    Fall 1: a>0. Sei (>0 baf, Wähle n0(N: |an-a|
[image: image126.wmf]{

a

a

n

n

=

¥

®

<

lim


[image: image127.wmf]3

2

1

e

e

*

a

 ( n(n0.
            ( |
[image: image128.wmf]n

a

-

|=
[image: image129.wmf]a

a

a

a

n

n

+

-

|

|


[image: image130.wmf]{

0

³

£

n

a


[image: image131.wmf]a

a

a

n

|

|

-

<( ( n(n0.

    Fall 2:a=0. Sei (>0 baf. Wähle n0(N: |an-0|<
[image: image132.wmf]{

e

e

2

 ( n(n0.
           ( |
[image: image133.wmf]n

a

-
[image: image134.wmf]0

|=
[image: image135.wmf]n

a

<
[image: image136.wmf]2

e

=( ( n(n0.

    
[image: image137.wmf]{

2

&

1

Fall

Þ

( (>0 ( n0(N: |
[image: image138.wmf]n

a

-

|<( ( n(n0 ( 
[image: image139.wmf]¥

®

n

lim



 EMBED Equation.2  [image: image140.wmf]n

a

=


A2.1.5(1205) Seien P und Q Polynome, und sei Q(n)(0 ( n(N. Untersuche 
    die Konvergenz der Folge (xn=P(n)/Q(n)) und berechne  ggf ihren 
    Grenzwert.

Lös:P(n)=
[image: image141.wmf]k

=

å

0

n

aknk, a((0, Q(n)=
[image: image142.wmf]j

=

å

0

m

bjnj, b((0,

    
[image: image143.wmf])

n

(

Q

)

n

(

P

=
[image: image144.wmf]n

n

a

n

b

n

k

k

k

j

j

j

n

m

n

n

m

m

-

=

-

=

å

å

0

0



 EMBED Equation.3  [image: image145.wmf]{

n

m

=

=



 EMBED Equation.2  [image: image146.wmf]å

å

=

-

=

-

m

m

m

m

m

m

0

0

k

k

k

k

k

k

n

b

n

a

n

n



 EMBED Equation.3  [image: image147.wmf]{

¥

®

<

-

®

m

m

,

0

k



 EMBED Equation.2  [image: image148.wmf]m

m

b

a


    (<>((?     ??????????????

A2.1.6(1206)
a)Ergänze: Eine Folge (xn) in K  heißt konvergent, wenn ( x(K,   

   so dass ( (>0...  

Lös:(xn) in K  heißt konvergent, wenn 

    ( x(K, so dass gilt ( 

>0 ( n0=n0(

)(N mit |zn-z|<( ( n(n0.

b)Negiere die Aussage aus a)

Lös:(xn) divergiert (d.h. nicht konvergent oder bestimmt divergent),

    wenn ( x(K ( 

>0 ( n(R+ ( n(N mit n(N (|zn-z|<(. 

    (xn) divergiert (nicht konvergent):


+



-


      N                  N

c)Bestimme zu (>0 ein N(R+ so, dass ( n(N:n
[image: image149.wmf]³

N ( |
[image: image150.wmf]n

n

-1|<(
//A1.8.1 b)(1002)Zeige mit Hilfe der AGM Ungleichung für n,p(N mit//

//              n(2p,dass 
[image: image151.wmf]n

n

p

<1+2p/
[image: image152.wmf]n

. Anl: Setze xj=
[image: image153.wmf]n

 für 1<j(2p //

Lös:Ziel |
[image: image154.wmf]n

n

-1|<( 
[image: image155.wmf]{

1

n

n

>

Û

 
[image: image156.wmf]n

n

-1<

 ( 
[image: image157.wmf]n

n

<1+(. 

    Es gilt 1



 EMBED Equation.2  [image: image158.wmf]n

n

=
[image: image159.wmf]n

n

1



 EMBED Equation.2  [image: image160.wmf]{

1

.

8

.

1

A

£

1+
[image: image161.wmf]n

1

*

2

 ( 0



 EMBED Equation.2  [image: image162.wmf]n

n

-1



 EMBED Equation.3  [image: image163.wmf]n

2

. 

    Es reicht (hinreichend) 
[image: image164.wmf]n

2

<( ( n>
[image: image165.wmf]2

4

e

. Wähle N=
[image: image166.wmf]2

4

e

+1.

    n=1: 
[image: image167.wmf]n

n

=1+
[image: image168.wmf]1

2

 ( n(N,n
[image: image169.wmf]³

N ( |
[image: image170.wmf]n

n

-1|<(
d)Bestimme zu K(R+ ein N(R+ so dass ( n(N:n
[image: image171.wmf]³

N ( 
[image: image172.wmf]n

!

n

>K

Lös:Ziel 
[image: image173.wmf]n

!

n

>K ( n!>Kn ( n(n-1)...1>
[image: image174.wmf]4

4

4

3

4

4

4

2

1

mal

n

K

...

K

K

*

*

*

. 

    Es gilt n!
[image: image175.wmf]³



 EMBED Equation.3  [image: image176.wmf]4

4

3

4

4

2

1

Faktoren

n

als

mehr

n

n

n

]

2

/

[

]

2

/

)...[

1

(

-

>
[image: image177.wmf]4

3

4

2

1

]

2

/

n

[

)

1

2

n

(

<

-



 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf]2

/

n

. 

    Es reicht (
[image: image179.wmf]2

n

-1)
[image: image180.wmf]2

/

n

>Kn ( (
[image: image181.wmf]2

n

-1)
[image: image182.wmf]2

/

1

>K ( n
[image: image183.wmf]³

2K2+2. Wähle N=2K2+3,

     dann ( n>N n!>Kn ( 
[image: image184.wmf]n

!

n

>K

A2.1.7(1206) Es sei an=(1+1/n)2+1 ( n(N. Zeige direkt mit D2.1.1, dass
   die Folge (an)

 konvergiert.

Bew:Beh an(2(n(() 

    ((>0 ( n0(N:|an-2|<( ( n(n0. Sei (>0 baf, wähle n0=(3/((+1 (
    n0>3/( ( n(n0.

    |an-2|=|
[image: image185.wmf]2

n

1

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+1-2|=|
[image: image186.wmf]2

2

2

1

2

n

n

n

n

-

+

+

|= 

+



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  [image: image187.wmf]n

2

+


     =3/n(3/n0<( für n0>3/(
D2.1.2(1207)  Eine komplexe Folge (zn) aus C heißt beschränkt:(
       ( K>0 mit |zn|(K ( n(N

S2.1.1(1207)  Geg die Folgen (xn) und (yn) in K. Dann gilt:

   a)Ist (xn) Nullfolge und gibt es C(R+ und n0(N, so dass ( n(n0 gilt 

     |yn|

C|xn|, dann ist auch (yn) eine Nullfolge.

     Bew:Zu (>0 ( N(R+, sodass ( n(N gilt |xn|<(/C, und dann gilt auch 

         |yn|

C|xn|<C*(/C<(, wenn nur n(max{N,n0}

   b)Ist (xn) eine Nullfolge und ist (yn) beschränkt, so ist (xnyn) 

     ebenfalls eine Nullfolge

    Bew:Ist |yn|

K ( n(N, so ist |xnyn|

K|xn| ( n(N und mit a) folgt

        Beh

   c)Sind beide Folgen Nullfolgen, so ist auch (xn+yn) eine Nullfolge.

    Bew:Sei (>0. Nach Vor ( Nx,Ny(R+, für die |xn|<(/2, bzw |yn|<(/2 gilt, 

        falls nur n(Nx,bzw n(Ny ist. 

        Nach Dreiecksungleichung ist |xn+yn|

|xn|+|yn|<(, falls 

        n(max{Nx,Ny} woraus Beh folgt.

   d)Ist (xn) eine Nullfolge und ist m(N, so ist auch 
[image: image188.wmf]|

x

n

m

|

 Nullfolge

    Bew:Sei (>0. Nach Vor ( N(R+, sodass |xn|<(m ist, falls nur n
[image: image189.wmf]³

N. 

        Daraus folgt die Beh.

A2.1.8(1207)
a)Beh:( p(N gilt 0

xn=
[image: image190.wmf]n

n

p

-1
[image: image191.wmf]{

¥

®

®

n

0

//A1.8.1 b) (1002) Zeige mit Hilfe der AGM Ungleichung für n,p(N mit//

// n(2p, daß  
[image: image192.wmf]n

n

p

<1+2p/
[image: image193.wmf]n

. //

Bew:Nach A1.8.1 b) ist 0<xn<
[image: image194.wmf]4

3

4

2

1

Nullf

n

/

p

2

,woraus die Beh folgt.

b) Schließe aus a), daß 



 EMBED Equation.2  [image: image195.wmf]n

n

=1 gilt

Bew: p=1

A2.1.9(1207) Beh:( x(K mit |x|<1 und jedes p(N ist (npxn) eine 
    Nullfolge.

Bew:xn ist Nullfolge. Wir setzen 1/|x|=1+( (da |x|<1). 

    Aus A1.8.1 folgt 
[image: image196.wmf]n

n

p

<1+(/2 ( n(n0 ( np|x|n<
[image: image197.wmf]4

3

4

2

1

p

n

n

>

+

)

2

/

1

(

e

/(1+()n=
[image: image198.wmf]{

1

<

y

n 

    mit y=(1+(/2)/(1+()<1.(Aus 1/|x|=1+(, |x|n=1/(1+()n) 

    Daraus folgt die Beh.

A2.1.10(1208)
a)



 EMBED Equation.2  [image: image199.wmf]x

n

n

!

=0 ( x(R.

//A2.1.6 d)(1206) Bestimme zu K(R+ ein N(R+ so daß ( n(N:n
[image: image200.wmf]³

N ( 
[image: image201.wmf]n

!

n

>K//

Lös:
[image: image202.wmf]!

n

x

n

=
[image: image203.wmf]|

|

!

x

n

n

=
[image: image204.wmf]|

|

!

x

n

n

n

æ

è

ç

ö

ø

÷



 EMBED Equation.2  
qn
[image: image205.wmf]{

¥

®

®

n

0 falls |q|<1. Es reicht  

   
[image: image206.wmf]n

!

n

|

x

|



 EMBED Equation.2  
q((0,1) ( n
[image: image207.wmf]³

n0 ( 
[image: image208.wmf]n

n

!



 EMBED Equation.2  [image: image209.wmf]³

|x|/q wie in A2.1.6 d, 

   wähle n0=2(
[image: image210.wmf]q

|

x

|

)²+3 mit q((0,1) beliebig ( n(N, n
[image: image211.wmf]³

n0 ( 

   
[image: image212.wmf]|

|

!

x

n

n



 EMBED Equation.2  
q ( 0



 EMBED Equation.2  [image: image213.wmf]|

|

!

x

n



 EMBED Equation.2  
qn
[image: image214.wmf]{

¥

®

®

n

0 ( Beh

Andere Formulierung:

     xn=xn/n!. |xn|=|x|n/n!=
[image: image215.wmf]|

|

x

1



 EMBED Equation.2  [image: image216.wmf]|

|

x

2

...
[image: image217.wmf]|

|

x

n

. Sei m>|x| oder m>2|x|, so 

    ist 
[image: image218.wmf]|

|

x

m

<1/2, also ist für n(m   

    |xn|<
[image: image219.wmf]3

2

1

C

1

m

1

k

k

x

Õ

-

=



 EMBED Equation.2  [image: image220.wmf]Õ

=

n

m

k

1/2=C
[image: image221.wmf]
b) 



 EMBED Equation.2  [image: image222.wmf]3

5

1

2

3

2

5

n

n

n

n

-

+

+

+

³

*

=1/2

//A2.1.9 (1207)Beh:( x(K mit |x|<1 und jedes p(N ist (npxn) eine // //Nullfolge. xnnp(0 für |x|<1 ( p(N, xn(0,|x|<1.//

Lös: =



 EMBED Equation.2  [image: image223.wmf]1

1

3

5

1

3

2

1

3

2

1

3

5

-

+

+

+

(

/

)

³

(

/

)

(

/

)

(

/

)

n

n

n

n

n

n

=1/2, da (1/3)nn³(0, (1/3)n(0, 

    (1/3)nn5(0, 

c)

 
[image: image224.wmf]a

b

x

y

n

n

n

+

=y,(0<x<y, (,(>0)

//A2.1.8 (1207) a)Beh:( p(N gilt 0

xn=
[image: image225.wmf]n

n

p

-1(0(n(()//   

Lös: (yn<
[image: image226.wmf]{

a

x

n

>

0

+(yn<((+()yn (x<y,xn<yn ( (xn<(yn) ( 

    
[image: image227.wmf]b

n

y<
[image: image228.wmf]n

n

n

y

x

b

+

a

<y
[image: image229.wmf]n

)

(

b

+

a

. Da 
[image: image230.wmf]b

n

(1 und 
[image: image231.wmf](

a

b

+

n

(1 ( 

    Beh mit Sandwichsatz

d)

 
[image: image232.wmf]n²

+

3n

-n=3/2

Lös:=
[image: image233.wmf]n

n

3

²

n

n

n

3

²

n

2

+

+

-

+

=
[image: image234.wmf]3

3

n

n

n

n

²

+

+

=
[image: image235.wmf]3

1

3

1

+

+

/

n

(3/2

A2.1.11(1209) Zeige: ( a(R und b(R\{0} ist (xn=1/(a+nb)) eine Nullfolge, 

   außer wenn –a/b(N ist

   (dann ist xn nicht für alle n(N definiert: a+nb=0 ( nb=-a ( n=-a/b)

Lös:|1/(a+nb)|=|xn|<( ( |a+nb|>1/( 

    |a+nb|(||a|-|nb||
[image: image236.wmf]{

groß

n

=

|nb|-|a|=n|b|-|a|>1/

 ( n>
[image: image237.wmf]1

/

|

|

|

|

e

+

a

b

,

    N=
[image: image238.wmf]|

|

|

|

/

1

b

a

+

e

 +1 

PAGE  
1209

_1099417056.unknown

_1113141404.unknown

_1266498989.unknown

_1288624649.unknown

_1528459216.unknown

_1528459438.unknown

_1528459823.unknown

_1528460024.unknown

_1528460082.unknown

_1528459749.unknown

_1528459358.unknown

_1528446012.unknown

_1528446280.unknown

_1381071345.unknown

_1381072390.unknown

_1382429309.unknown

_1381071530.unknown

_1284906890.unknown

_1284910167.unknown

_1284984178.unknown

_1284987937.unknown

_1287502311.unknown

_1284984098.unknown

_1284909916.unknown

_1267170125.unknown

_1267171420.unknown

_1267183519.unknown

_1267198094.unknown

_1267179596.unknown

_1267170170.unknown

_1267169794.unknown

_1267169849.unknown

_1267114061.unknown

_1145632809.unknown

_1145643525.unknown

_1149442165.unknown

_1265202547.unknown

_1265202572.unknown

_1151242154.unknown

_1151242599.unknown

_1151242946.unknown

_1151242366.unknown

_1151082925.unknown

_1145691021.unknown

_1145691351.unknown

_1145691613.unknown

_1145691125.unknown

_1145690909.unknown

_1145643413.unknown

_1145643462.unknown

_1145632976.unknown

_1145633036.unknown

_1145633818.unknown

_1145632829.unknown

_1113144401.unknown

_1113144727.unknown

_1113144834.unknown

_1144414683.unknown

_1113150437.unknown

_1113150762.unknown

_1113150823.unknown

_1113150499.unknown

_1113144898.unknown

_1113144770.unknown

_1113144613.unknown

_1113144686.unknown

_1113144508.unknown

_1113144543.unknown

_1113144183.unknown

_1113144388.unknown

_1113144071.unknown

_1113144143.unknown

_1113144052.unknown

_1113140509.unknown

_1113140717.unknown

_1113141199.unknown

_1113141362.unknown

_1113141395.unknown

_1113141313.unknown

_1113141070.unknown

_1113140567.unknown

_1113140602.unknown

_1113140544.unknown

_1099417581.unknown

_1113138484.unknown

_1113140483.unknown

_1113138901.unknown

_1113138965.unknown

_1113140395.unknown

_1113138944.unknown

_1113138733.unknown

_1113138404.unknown

_1113138433.unknown

_1113138336.unknown

_1099417452.unknown

_1099417494.unknown

_1099417422.unknown

_1016209527.unknown

_1098975460.unknown

_1099296565.unknown

_1099299654.unknown

_1099388386.unknown

_1099385455.unknown

_1099299474.unknown

_1099296387.unknown

_1099296493.unknown

_1099295888.unknown

_1099296349.unknown

_1062002794.unknown

_1080896699.unknown

_1098975333.unknown

_1098975381.unknown

_1080897539.unknown

_1081344747.unknown

_1081952186.unknown

_1098975237.unknown

_1081344866.unknown

_1081409987.unknown

_1081344883.unknown

_1081344784.unknown

_1080898160.unknown

_1081344581.unknown

_1080898310.unknown

_1080898135.unknown

_1080896795.unknown

_1080897162.unknown

_1080897501.unknown

_1080897061.unknown

_1080896775.unknown

_1062165549.unknown

_1070465334.unknown

_1070467272.unknown

_1070468929.unknown

_1070469243.unknown

_1070469513.unknown

_1070469651.unknown

_1070469005.unknown

_1070468456.unknown

_1070468609.unknown

_1070467458.unknown

_1070466316.unknown

_1070466616.unknown

_1070465684.unknown

_1062168406.unknown

_1070465104.unknown

_1070465248.unknown

_1062168551.unknown

_1069595306.unknown

_1062168449.unknown

_1062167566.unknown

_1062148955.unknown

_1062165347.unknown

_1062165396.unknown

_1062149034.unknown

_1062149374.unknown

_1062148974.unknown

_1062148912.unknown

_1062090912.unknown

_1062092479.unknown

_1062067954.unknown

_1043590152.unknown

_1062002696.unknown

_1062002736.unknown

_1043837943.unknown

_1026894491.unknown

_1026894493.unknown

_1033574277.unknown

_1042392281.unknown

_1026894492.unknown

_1016209743.unknown

_1016209745.unknown

_1021919734.unknown

_1021919756.unknown

_1021919760.unknown

_1021919730.unknown

_1021811170.unknown

_1016209744.unknown

_1016209741.unknown

_1016209742.unknown

_1016209528.unknown

_1016209740.unknown

_1010153675.unknown

_1010769165.unknown

_1016209523.unknown

_1016209525.unknown

_1016209526.unknown

_1016209524.unknown

_1014051157.unknown

_1014051232.unknown

_1016209522.unknown

_1014051291.unknown

_1014051201.unknown

_1010769479.unknown

_1013349133.unknown

_1010769416.unknown

_1010153973.unknown

_1010154158.unknown

_1010154251.unknown

_1010154410.unknown

_1010154111.unknown

_1010153822.unknown

_1010153878.unknown

_1010153717.unknown

_1010151647.unknown

_1010153343.unknown

_1010153576.unknown

_1010153638.unknown

_1010153388.unknown

_1010152571.unknown

_1010153048.unknown

_1010151774.unknown

_1010150315.unknown

_1010151027.unknown

_1010151106.unknown

_1010150912.unknown

_1010149783.unknown

_1010150103.unknown

_1010149712.unknown

