2.5 Doppelfolgen

Bezeichnung

Z?={(m,n)|n,meZ)}: Menge der ganzzahligen Gitterpunkte im R2.

(n,m)eZ? werden oft als Indizes verwendet und heiRen dann Doppelindices.
Auch N2={(m,n)|n,meN), No?>={(m,n)|m,nENo)}.

D2.5.1(1550) Doppelfolge reeller Zahlen
Abbildung a: N* = R: (n,m) = anm, (@nm) & ey
D2.5.2(1550)
(@mm) 7. heildt konvergent:
J aeR sodass V ¢>0 3 N=N(e)eN mit |anm-al<e V n,meN, nm>=N
Bem: Limes oder Doppellimes a ist eindeutig bestimmit.

a= lim amm oderamm > a

n,m- o n,m= o

Bew entsprechend Bew zu /D2.1.1(1200) Bem: 3.)//

$2.5.1(1550) Cauchysches Konvergenzkriterium
(@nm) ;.- ist konvergent <
vV £>0 3 N=N(g)eN mit |arm-anm|<e¢ V n,n’,m,m’>N oder
VY n’>n>=N und m'>m=>=N

//D2.1.3(1250) Eine Folge (z,) in K heilst Cauchyfolge, wenn gilt://

/- Ve>0 INeR. YnmeN:n,m=N ist |z,-zm| <&/

//82.1.2 2.)(1503)//

//Eine Folge in K ist genau dann konvergent, wenn sie Cauchyfolge ist.//
MNzy) 7., ist konvergent < (z,) .., ist Cauchyfolge < //

'V e>0 Fno(e)eN VnmeN:n,m=no(c) EN ist |Z,-zm|<e.//

Bew: ,=* V £>0 3 N=N(¢)eN: |an’m*-anm|<§ Y n,n,mm=N=

|an'nv-ann|<§ ¥ n,n'>N = (bn)nen:=am, ist Cauchyfolge =

D2.1.3 §2.1.2
(bn)nen ist konvergent = 3 aeR, N'eN: |ann-a|<§ Vn=N =

¥ n,m=max{N,N’}: |anm-a|s|anm-ann|+|am-a|<g +£ =

2
# ,=“ 3 N=N(c)eN: |anm-a|<e/2 "|avm-a]<e/2 ¥ n,meN, n,m,n’'m’>N =
# Ianm'a|<8/2 Alan’m"a|=|a'an’m’|=<8/2 = 8/2+8/2>|anm'a|+|a'an’m’|Z
# Ianm'a+a'an'm‘|=|anm'an’m'|
Bsp:
® ancER, (an)en ist konvergent =  amm:aram 2> 0
$2.1.2 nm-o
- m _ 1

®® ajn.= T -

AR P

m

Teilfolgen: n=m = anm=% ,

1 9 0’
1+m -
m-> oo

festes neN = lim apm=1

m=> oo

festes meN = lim a,n=0

n->ow

n=m? = amm=

= lim ( lim @nm)=1#0= lim (lim anm)

n-o m=> oo m=> oo n->w
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000 B
@nm 2(n—m)+1
VY n,meN: lim ( lim a,m)=0= lim (lim anm) aber es existieren Teilfolgen
n->oo m-> o m-> o n=>o0
n=m: a,m=1, Nn=mM+1: anm=%

—1) .
(YY) anm:=( m) ,n,meN , Doppellimes lim a,n=0

n,m=o
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S$2.5.2(1552) Iterierter Limes
Vor: (anm) konvergent, lim anm=a,

n,m-=>o

m=> oo

® & YmeN 3 a,:=lim am

n->w

Aussage: ® 3 lim a,: a=lim a, bzw lim amm=lim ( lim anm)

n->ow n=>ow n,m-=>o n->ow 11— o0
® ® T [im ay: a= lim am bzw lim apm= lim ( lim @nm)
m=> oo m=>o0 n,m=oo m=> o0 n->w

Skizze zur Gedachtnisstltze
Voraussetzungen

hrn anm=a

—

)

lim anm=:an

m=> oo

—_—— — -

lim a,m=a

n,m=co

n 1 2 o5 4-9.....

nm= hm (IMI anm)

n->o n,m=>o m->oo n->ow
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Bew: ¢>0: 3 NeN: |anm-a|<e Vnm>=N =
V festes n>N: |aq-a|=| lim amm-a| < € = lim a,=a
)

m=w M sk n->ow

#* Warum hier < und nicht < ? Beispiel:

m 1 1 1
=1 = = = = —e=mn = < g = = =
# amm:=1 G+ D nn:w1 a, &= , N=3, -¢ 3 (anm-a) 3 e VY nm>=N=3,
- __l - l - - =_l _;_ l -
# n,m=3, -e= 3 <(ass a)<3 e = -e=- <(1 G053 1)<3 g =
# =< 1 (1-%-1) <l
#n, m>3 = |1- lim a,,, -1|< ; =¢
m=>oo
:17%
# lim @m=lm (1-———) = 1-1 =< L (limqg,, -1)<L = VYmn=3=
m=w m=w (m+1)n — 3 - 3 m=w 3 .
n=3,m=w ! —_ \
\
=13 \
# |lima,, -a| = & \\\ Y
m=o " N \
a._, \\ \\
#n m 1 2 3 4 N \
# \\ \\
1 2 __ 3 __ 4 . ___m —1.1= \
#1 1 (1+1)1 1 2+1)1 1 (3+1)1 1 (a+1)1 m (1 (1+m)1) 1-1 O\ \
g2 1oL .2 .3 g 4 gm0
(1+1)2 © (2+1)2 © (3+1)2 __(441)2 _ e (L¥m)2 7 _ 2 Mo
1 2 3, 4 . o om _q 1
#3 1 (1+1)3 1 (2+1)3 1 (3+1)3 1 (4+1)3 35?0 (1 (1+m)3) 1 3
|
1 2 3] 4 . m _q 1
#4 1- 1- 1- 1- lim (1-. ™M )=1 ——
(141)4 " (2+1)a " (3+1)4 (4+1)4 Jim ( (1+m)4 ) 4
.
usw
# Resumme: Wenn es ein Doppelfolge gibt mit ! |a.n-a|<e, so ist nicht
# auszuschlieen, dass es Teilfolgen
# (Acm) pmey Oder (anc) -1 » =N fest, von (amm) 1., gibt wie folgt
# d m:| lim acm-a|=¢ bzw 3 n: lim anc-a|=¢, denn es ist moglich, dass lim
# erst fur ein gewisses N>c mit (m>N und n>N) gilt |a.w-a|<e.
#* 4 a, » a: e Ve>03 N=N(e): Vn=N gilt |a-a|<e?
# Sei s’=§ > V>0 IN=N(e): Vn=N gilt |a-a|<e’<e
k+1"
Bsp:(ak) i- = 22
ki
1182.1.3 3.)an<c,<b, fir fast alle neN und a=b = ¢, » a, a, > a, b, » b=a
k+12 1 1 k+12 n->ow n->ow n->ow
< = == 4+ = : =
0= au = F =5 % kgwo iy dm S =0
" e k11 1 1,1 4,1
Fir festes keN gilt 7 =7 Tk E@ p et k-j)@ 2
Iterierte Grenzwerte
. kP11 S S <
im (fim = ) =lim -5 =0=lim 5~ =lim (lim =)= lim =%
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D2.5.3(1554) GleichmaRige Konvergenz in n von (anm)
V £>0 3 N=N(¢), N#f(n): [anm-an|<e ¥ meN, m>N
Andere Schreibweisen:

m-> oo

a,= lim anm V N oder anm ;’j an

m-=>w

n,m=1

glm

glm

$2.5.3(1555)
® und ® ® wiein S2.5.2, neu
Vor:  (am) ;.- , @am€ER, T a= h;n//an ® 3 3,=lim anm ¥V NEN

m=w

L 3 am— hm anm V mEN

/ n-ow

Aussage: ® 3 lim anwza—;ﬁn (lim @nm)

n,m->o n->o m-= o0

L 3 lim a,nm_a lm] (hm anm)

n,m>w / —)oo n->w

(® und /./‘ .3 }fm amm=a=lim ( lim @)= lim (lim @nm))

n,m-=>o n-=>o m=o0 m=> o n-=>w

m n1 2 3 4 5....

v Augsagen vV

/I P - >
/ _dmZ==a="Tim a,,»= lim ( lim%
/ == S n,m=o n->w m-o
= lim &n lim = lim < lim (lim @nm)

n->o 1y oo n->o

Bew:e V £>0 3 NEN: [anm-an|< £ fir n,meN m=N, lar-al< 2 £ firneN n=N =

|anm-a|<|anm-an|+|an-a|< -+ E =¢ = lim amm=a= lim a,=lim ( lim @nm)

n,m=o n-o n->o m=ow

e Uund ee S2.5.2 > lim anm—a— lim ( lim @nm)= hm (lim @nm))

n,m-=>o0 n-=>w m=> o
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Bsp: n,meN
m= oo
——
L 5 1 dajam-2 |=
n n

ntm -
glm

1 .
L <2 <cfurm=N =

n+m -
n gewdhlt

m 1
° = == -
A= Tem)  n

: . 1 o 1 1
®e lim aym:= lim —— =1=a,, aber amm== fir n=m = |am-as=| = -1|== =
m=> oo m=>o n—m 2 2 2

V >0 existiert kein NEN mit |anm-an|<e V m>N

n n m-> oo
o R G ) AP : >
®00 o= — —, lim —— =0, flrfestes nistam 2> 0
n,m>o ~
’ glm

lim  @mm=0=lim ( lim @nm)

n,m-=>ow n->w m=> oo

obwohl (-1)n keinen Grenzwert hat, daher Aufldsung in umgekehrter
Richtung nicht mdglich

A2.5.1 Konvergenz?, Existenz Doppellimes?
Existenz Ilterierter Grenzwert?
a)ak|= lim LoOs: lim ( lim ag )= lim (0)=0= lim (hl’l‘l ak|)

[0 [0 k=2 [® k2w 3w
k+1
b) ay,=———5—
) 2w 2(kK2+1%)+3
.. .. 21
LOS. fir k:l, ax1= — - o
3 ki»ow
I
kZZl, adx1— >
21°+1 K==

= Doppellimes existiert nicht

k 1
2
® k fest , 1—o0, anu=— 2 0
2k 3 [
A
1 1
Kk
1 fest, k—ow, any=—73—"—
21 1 k>
e
= lim (lim a,; )=1im 0=0, lim (lim a,,)= lim 0=0
[>0 k> [>0 k> [9>0 k>
K =17
C) a = —
k1l k2+l2

l,Ve>0
&

Lés : Firk=l: a,,=0, k=2I: ak1=% = Doppellimes eistiert nicht, denn 0% %

12

£ 1=—
[ k
k feSt .ax = 5 - -1 7 1 feSt .oax = - 3 =
k [+ l k= oo
F+1 1+?
= lim (lim a,; )=1lim 1=1#-1= lim ¢-D= lim (lim a,.)
[90 k2w %0 k= k>0 9o

1555



n
d) Beweise Z
1=1

1#k
1,1
k—1 k+I1""
l;ﬁk
k+1 o k=1 k+I $ 1 1
Los : 2k )= ( )= (> *7—)
IZ; MR 1; K- K-P z; k+l k=1
1%k 1¢k 1%k 1%k
< 1 1 3
Genligt zu zeigen, dass (—+ ) 2 - ——:
; k+l k-1 3 4k°
I#k
i(i_'_ 1 _ ri( l+k—1 l_n—k l= n+k l+k—1 l_n—k l
=1 k+l - k=1 oBdAnz;kr—k+lr¢k2+k1 rrm= =7 r=ksl rorme=1 r =1r
n+k n—k n+k
_ Ly 1+L_Z 1_1 1. > 1
n—kzk—l,n22k—hi,n—k22k@nzék r=k+l r 2k r=k r 2k k r=n—k+1 r
n+k
0< L2k 5 4= Z (L, Lty L 13
remk+1 T n—k+1 3 = k+l k-1 5 2k k 2k
1%k
o1 1 1 1 1 1
Nebenrechnung : = + +... + +... =
9 IZ:; k=1 k=1 k=2 " k—(k=1) k—(k+1) ~k-n
1#k
LY L
r=1 r r=1 r

e) Beweise: Sei akl:ﬁ fiir k#l, an=0. Dann gilt

0

Z (Y a3 (3 a0

1=0 =0 k=0

Lés : Fir 1=0, k70 ist a,,= % = > au= %+Z = L
k=0

Fir k=0, 170 ist ak1=-ll2:> Y oa=y L
1=0

i % i 112 konvergent nach Majorantenkriterium =

k=1 =1

0<[ ¥ Y aul=lX 5% SI=-3 2 Slco= ¥ 3 an=
L, k=0 I=0 = 4k* =1 1 4 =0 k=0 1=0
Z Z dik = -Z Z ax1
1=0 k=0 a,k:—au I=0 k=0
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f) Beweise mit Hilfe des Cauchyprodukts sin(x+x )=sinxcosx’+cosxsinx’ V x,X’€R.

( 1)k 2k+1 (X)Zk 0 o) 0
Los : sinxcosx'= Z ) (Z Z Z bi)= Z
k=0 (2k+1)1 k=0 k=0 k=0 n=0
a, b,
_ n _ n (_1>kxzk+1 ( )( )2k n 2k+1 (X,)Z(n-k)
o EO A kzo (2k+1)! (2k) ,Z:; 2k+1)! (2(n—k))!
i )k 2k i ( )2k+2 i
cosxsinx'=
k=0 iz (2k+1)! k=0

a,

n X
Z b =(-1)" ,;, (n k1)1
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