D4.2.4(2350) (Korper:K, z.B. R, C)

® FEine Funktionenfolge ist eine Folge f;,f,,...von Funktionen
fi: K=K, Definitions (DcK)- und Zielmengen (ZcK) koénnen auch andere
Mengen sein, z.B. Intervalle, miissen jedoch fir alle f; dieselben sein:
f: DxN—-Z, (x,n)bf,(z)

Voausbetrachtung zu ®© @ und © @ @

Verhalten von f,(x)=—2 x€R, neN.fir x€[0,1] und x€[1,2]

1 + n’x

Zundchst 3 f(x) V x€R : f,(x) = 0 V x€R = * f(x)=110f (x)=0, dies ist in

n— oo n— o

2 !

—_—
—_—
—_
—_—
—_—
—_—

diesem Eaj_l/d'fe’gggenannte Grenzfuntion =zu fn(x)zln%.

-= + n'x

(.) * = V x€[1,2] V &0 3 N, [f.(x)-f(x)]<e V n>Ng,,,
N\

\
Hier wurde in jede f, das gleiche x€[1, 2] e\i@gesetzt und die
Betrachtung gilt unter dieser Bedingung V x€[1,2].
Wie siehts aus, wenn in jede f, unterschiedliche

x,€[0,1] oder x,€[ [1,2] eingesetzt werden, z.B.\\xn=1/n in [0,1717?
\\\
(..)Sei x,€[0,1] & *» =1/n & f(x)=0 = \
€[0,1] \
\
1 \
n-— \\
|fn(Xn)_£(—‘X) ':71«11 21/2::80>O v HEN = \\
=0 1+n° = \
n’ \\
3 €0>0 V n 3 x,(=1/n)€[0,1]: |fa(xy)-f(x)[=g0d.h [f,(x)-F(x)]| <.
V ex0 3 NeN V n>N V x,€[0,1]: |fo(x)-f(x)] < e._-—"

nicht ~ >
. -

Konsequenz siehe © @ @

(..)Sei x,€[1,2], €>0 beliebig klein, fest, 1’10=[2/8]+l =

f(x) nx, < n*2 n*2 2
f.(x,) - = 3 < =—<2/n<e V n=n,, V x€[1,2] =
| ( ) H;O ' 1+n2(xn)2 x€[1,2] 1+n212 0+n2 n 0 0 [ ]
Ve0 3 NyyeN V n>N, V x,€[1,2]: |f.(x,)-f(x)[<e.
Denn Ifn(xn)—g,(_,x) | wird hier unabhangig von x,, damit

=0
| £, (x,) —£(x) |<¢ auch dann, wenn nicht alle x, gleich sind. Damit ist
N nur von & abhangig.
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® o Funktionenfolge (f;) *_ heibt punktweise konvgt gegen eine Funktion f:
D—K, wenn gilt V\ZED V e>0 3 Ne,oy: [ fa(z)-f(z) I<e V n>Ng,,
Schreibweise: f(z)=1iM f (z) V zeD, diese f:D—K heiRt Grenzfunktion

\ n—ow
Flir punktweise konﬁprgente (f,) »_, definiert
- \
f(z): f(z)z%}? f.(z)\ V z€D die sogenannte Grenzfunktion

, \
Andere Formulierung: \

Die Funktionenfolge (i;) heilt auf D punktweise konvergent, falls fir
jedes z€D die Folge (f\,(z)) konvergent ist. Ist dies der Fall, so

\; .
heift f:D—K, mit f(z)=%\g{3 f.(z) V z€D, die Grenzfunktion der Folge.

Bsp:D=[0,1], f.(x)=x", fMx)=x" = f, konvergiert punktweise gegen

\
0, x<[0,1) \
f(x)= . \
1, x =1 \
\
\ 11’13(7 Inse _
Bew: x€[0,1) = |f,(x)-f{x)|<e & x"<¢ & n* 51<ln ¢ © n> =
\ —— In x Wahl
\ <0
Ine \
= + \
Nie, [lnx 1 \

@ @@ Die Funktionenfolge (f,) heﬁ@t auf D gleichmaBig konvergent, falls
sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls
weiter gilt: V &>0 3 NeN V n>N\ VzeD: |f,(z)-f(z)|<e.

Andere Formulierung frei nach Uni sdarbriicken (ohne Forderung der

punktweisen Konvergenz ...aber f%§) mull existieren)
Die Funktionenfolge (f,) ”_, heiBt auf\ngleichméBig konvergent gegen
eine Grenzfunktion f: V >0 3 NeN V n>N VzeD: |f,(z)-f(z) |<e.

Aquivalente andere Formulierung frei nach Wikipedia
(f,) *_, konvergiert genau dann gleichmaBig gegen eine f wenn

limsup | £, (z)~£(z) |=0

n— o zeD
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Erlauterungen (gleicher Sachverhalt (verschiedene Formulierungen) :

a) V xeX V >0 I Ng,y: [f.(x)-T(x)[<e V n>N,

B) V e>0 3 N : | f.(x)-f(x)|<e V n>N, und V x€X

In a) kann es fliur jedes x ein Ny,,, fir das o gilt, weil

N, % bedeutet: von x abhangig

In B) muB ein N gefunden werden, das fiir alle x gilt.

#Vergleich zwischen gleichmédBiger und punktweiser Konvergenz

#Die Wahl von N bei gleichmédBiger Konvergenz hadngt nur von ¢ ab. Im
#Gegensatz dazu hangt bei punktweiser Konvergenz N sowohl von ¢ als auch
#fvon x ab. Formuliert man beide Konvergenzbegriffe mithilfe von
#Quantoren, so sieht man, dass sie sich in der Reihenfolge der
#,Einfihrung™ von x und N und damit der Abhédngigkeit der zwei Variablen
#voneinander unterscheiden:

#punktweise Konvergenz: V XEX V e>0 3 Ny YV n>Npe,: [f.(x)-f(x)][<e
#gleichmaBRige Konvergenz: V 8;6_E_NQFEN_V“ﬂ>N@T_Y_XEX:|fn(X)—f(X)|<8

#d. h., fiir punktweise Konvergenz muss es fir jedes x und fiir jedes &>0
#eine natlrliche Zahl N geben, so dass fir alle n2N gilt: |f,(x)-f(x) |<e.
# Vergleich ®© ® und © @ @

# In ©® : N, ,, d.h. es muss flir jedes x ein individuelles Ny,

ST T

# gefunden werden
# in © @@ : N, , d.h. fir alle x muss ein gemeinsamer Wert Ny,
# gefunden werden fiir den im Konvergenzfall |[f,(x)-f(x)|<e gilt.

Bem:1.) GleichmaRige Konvergenz = Konvergenz
GleichmaRige Konvergenz<ﬁ Konvergenz

2.) Bei glm Konvergenz gilt V &>0 3 nﬂmzﬁgplfg(x)—f(x)|<£ V n>ni

xel

d.h. YP £ (x)-f(x)| 2 0 (I beliebiges Intervall)
xel n— oo

Zu €50 I x,: S0P £ ()~ (%) | S| fa (%) ~F(x) [+=<E+E = ¥V n>7 ¢

xel 2 2 2 2
Bsp:z", |z|<e<l, |z"-0|=|z"|=]z|" <r<g, r'<&<1l & e <<l
1 <1 5209t Ol<e V n> [log8]+1
= n_ =
< n log r<log ¢ & n log z | z | <e n=n; (g) : log z

f.(z):=z", neN, konvergiert V 0<r<l gleichmaBig auf
U, (0) gegen f(z)=0, aber nicht auf U;(0).
|£,(z)=-0|=|z"|=|z|*<r<e V n=n,(e) mit no(e):=[log8/logrl+l.

2352



A4.2.77
a)Es sei McK und f,f,:M—> K, neN.(K...z.B R, C)
Zeige: Gibt es ein €&>0 und eine Folge (x,) in M, sodass
| £, (x,) £ (x,) | =¢, fir alle oder auch nur unendlich viele n ist,
so kann (£f,) ﬂ@cht gleichmaRig auf M gegen f konvergieren.
\
Bew:Annahme f,w. f glm konvergent auf M =
nroo
\
zu e=,>0 3 meN auf M: [f.(x)-f(x) | > & W x€EM.
\ n=ng
Widerspruch, \denn nach Vor gilt
| £, (x,) £ (x,) | 3¢, fir unendlich viele, also fir mindestens ein n=n,.
Also konvergiert f, nicht gleichmaRig auf M gegen f

Bem: (.)Es kann sein dass f, trotzdem auf M glm konv,
nur eben nicht gegen f P2727°272°7

b)Untersuche die untenstehende Funktionenfolge (f,) le

Intervallen I,=[0,1] und I,=[1,2] auf gleichmiaRige Konvergenz:

jeweils in den

£, (%) =—

= 5 x€R, neN.
+ n°xX

27

//D4.2.4(2350) (Kérper:K, z.B. R, C)
//® ® Funktionenfolge (f,) heiBt punktweise konvergent gegen eine Funktion

// f: D—K, wenn gilt V z€D V &0 3 N, : |f.(z)-f(z)|<e V n>N.,,
// Schreibweise: f(z)=%}g f,(z) V ze€D

//Andere Formulierung:
// Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D punktweise konvergent, falls fir
// jedes z€D die Folge (f,(z)) konvergent ist. Ist dies der Fall, so

// heiBt f:D—K, mit f(z):%ig f.(z) V z€D, die Grenzfunktion der Folge.
//® ® ® Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D gleichmdBig konvergent, falls

// sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls
// weiter gilt: V &0 I NeR, V neN V zeD:n>N = |f,(z)-f(z) |<e.
Lés:#f(§)=#%}§f5(x)20, f.(x) =2 0 V x€R punktweise Konv.

n— oo

(.) f.‘konvergiert nicht glm auf I,=[0,1] , denn sonst miiBte gelten:
3 Fupktion f: [0,1]2R mit £.—-f glm auf I,=

£(x)=LIM £ (x)=0 7 =x€I,.

Aber mit x,=1/n gilt
\
\ h ot
B 0 g,
| £, (x,) -5 | = 1 =1/2=:¢,>0 V neN =
=0 2
l1+n -—

2
n

(f,) nicht gleichmaBig gegen f konvergent (nach (a))
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(..)f,(x) = 0 konv glm auf Iz=[l,2] gegen f =0

(genauver: f:I,-» R, f(x)=0 WY x€I,),
denn zu £>0 bel fest wahle n,=[2/¢e]+1 =

*2 *2 2
f(x)-LC) . nx < nt2 _nT2 2 5 e V¥ on>n,, V x€L,.
=0 1 + n’x® xe1,21 1+1%1>  0+n° n

A4.2.9 Punktweise, gleichmaBige Konvergenz? h,: R=» R, xb [i}

n
//81.5.15(759)
//1.)Y a€R 3 das groBte Ganze von a, d.h. I [alEZ mit
//  [a]=a<[a]+1l, [a]:=max|{n€Z |n<a]

— { 0, fallsx =0

Lés: h(x) = = h, =~ h = h, konvergiert punktweise

n—owo |~ l,fallsx <0 n— o
Fiir n fest: |h,(x)-h(x) | W“Z e V e>0 h, konvergiert nicht glm
0]0 <x<10
4 5 _10 huo (%) < (x) | =] >1]10 <x 0, falls x =0 | = |2-0|=2 =
Sp nmAYs THoix T q-1=x <0 |- Ljatisx<0 ' o=x=0 -

<-llx<-1
# 3 0<e<2: |hy(x)-h(x) > =
V e>0 3 NN V >N, YV xex:|f,(x)-f(x)|<e

.
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D4.2.5(2355)
® Geg beliebige Menge Dc K, sowie Funktionenfolge g,:D—K V keN. Dann

00

nennen wir Z: gx eine Funktionenreihe auf D.
k=1

Bsp Potenzreihen

® @ Funktionenreihe Z: gx heiBt auf D punktweise konvergent,
k=1

falls V z€D die Reihe Z: gy (z) konvergent ist und die Grenzfunktion f
k=1

0

ist dann durch f(z)= 2: gx(z) V x€D gegeben.

k=1
L Funktionenreihe ‘Z' gx heiBt auf D gleichmaRig konvergent,

k=1
falls sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und

falls weiter gilt: Y £>0 3 NeR, V neN V z€D:n=N = | g.(z)-f(z) |<e.

k=1
Also ist die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenreihe 2: Jx
k=1
adquivalent mit der gleichmaRigen Konvergenz der Folge ihrer
Partialsummenfolge

Andere Formulierung:

Funktionenreihe Z: fy konvergiert gleichmaBRig auf X gegen S:
k=1

lim 3" £, (z)=5 V x€X (S,:=f;+£,+.£, = 5)
k=l e
Andere Formulierung
n=1"7

(25 fo(z)) ™ fr: DK heiRlt gleichmdBig konvergent gegen f: D—K wenn
k=l

die
Folge der Partialsummen gleichmaBig gegen f konvergiert, d.h.

V e>0 3 NeN V n=N V x€D: | fi(z)-f(z)|<e
k=1

Bem: ® GleichmdBRige Konvergenz = Konvergenz
GleichmaBRige Konvergenz % Konvergenz

® @ Bei glm Konvergenz gilt V e>0 3 nj: 228 [ f.(x)-f(x)|<e V n>nj

d.h. 3YP £ (x)-f(x) | =2 0

xel n— oo

zu €20 3 %,: 5P 1 £,(x) ~£ (x) | <1 £, (%) ~£ (x1) |+§
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Bsp: ® f, (x)=x" auf [0,1) konvergiert punktweise, aber nicht glm gegen 0,

weil S¥P 1x-01=140
x€[0,1)
®ee f (x)=_ auf [0,1) konvergiert glm gegen 0: oZP |:£——O|=~l 20

n x€[0,1) n 1 n—o o
S4.2.4(2356)
Funktionenfolge Cauchy-Kriterium fir gleichmédBige Konvergenz
Vor:Sei DcK (z.B R, C) f,:D— K fir neN gegeben.
Beh:(ﬁJz):;l konvergiert gleichmi&Rig auf D (gegen Funktion f (z) :=D—C)

< VE>0 A ny=ny(e) (unabhdngig von z€M) mit |f,(z)-f,(z) |<e V n,m>n, (¢)
V ze€D
//D4.2.4(2351)
//Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D gleichmédBig konvergent, falls sie
// punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls weiter
// gilt: V &0 3 NeR, V neN V zeD:n>N = |f,(z)-f(z) |<t.
Bew:“=, V &0 3 (¢)eN V n< n, und V zeM: |f,(z)-f(z) |<e =
| £2(z) —fa(z no) [S1£fa(z)-£(2z) [+1£(2)-fa(2) <28 V n,m=n, ()
und V z€D
,=,VE>0 T no(e)EN: | £, (z)-£,(2) |<E V n,m=n,(e) und V z&EM.
Wahle festes z,EM = |f,(z0)-f.(zZy) |<e ¥V n,m=n,(€)

/ .
= (f.(z0)) 7, ist Cauchy Folgg = 3 limf (z))=:f(z)€C =
/

3 f(z):D>C, f.(z) = f(z) ,¢ zeD.

n— oo \ /
A4
| £.(z)-fu(z) | == |fa(z)-f42z)|<e, V n=<n,(e),V z€D = Beh

Das.1

Bem: Eine Funktionenreihe konvergiert gleichmaRig auf I <
n+p

V e>0 3 ni(e)eN: | Y fi(x)I<e ¥V n>n;(e) YV p>1, V x€T
k=n

® @8 Die Funktionenreihe 25 gx 1st genau dann auf D gleichmaBig konvergent,
k=1

wenn V €>0 3 NeR, V n,meN V x€D:m=>n=N = IZ g (x) | <e.
k =n
Bew: Wird analog wie im Fall von Zahlenfolgen und -reihen gezeigt.

Bem:Seien f,(z): M—C neN, gegeben.}f f.(z) konvergiert gleichmaRig uf M

n=1
D f.@

v =m+1

< V £>0 3 ny=ny(¢) (unabhingig von z€M) mit <¢ V n>m=n,(g) und

n

V zeM. Man wende S4.5.1 auf F,(z):= Z: f.(z) neN, an.

v =1
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0 e,kx n+p el n+p . e 1 1 o) 1 1 n+p .
Bs _ = - | = atrx - - = o elikx) =
el T2 T2 s Ot S 2 e
& 1 2
- 0
2 Yoy
<y ! 2 | fir x€[6,7/2]
TS v+ €0 -1 '
Facit: glm konvergent auf [§,n/2] V 0>0, aber nur
punktweise auf (0,m/2]
#Eigener Versuch:
n+la=1 " e
//81.7.2(903) Vor: a,beC, neN,,Aussage: 1. )25 a —].-an+l |2§ £ =)
- a# l Ok
S etxti-i (Y ex3 (Lo >|=|<f (———) Zl )< | =
=] k =] v v+1 jypr v(v +1) =
o0 1 X x _1 1 elx + 1
S e s Y o & S €S CDI
_r |(€’x) [+]¢D] 2 -
_| | ix | O
%: v(v+1) le™ - 1| ZJ( v(V+1) | - 1] Ve
< 1 2 .. s
< — | fur x€[§,n/2] V 6>0 (d.h. |e*™®=1]|#0)

= oy +1) |€°- 1|
Facit: glm konvergent auf [§,n/2] V 0>0, aber nur
punktweise auf (0,m/2]
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A4.5.10 Fur welche x€R sind die folgenden Reihen konvergent?
Finde maximale Intervalle, auf denen die Reihen gleichmalig
konvergieren.

a) 2 sin(x/n)

n=0

//83.1.4(1605) Bsp 3, Seite 1608//
-x /6 <sinxk <x-x/6+x /120

//x xz/ sinx < x xz/ +x4/ YV 0<x <3//
1-x"/2<cosx £1-x"/2+x"/24

//82.2.2(1301)

//Bsp:1.) anr=25 ij V neN = nicht konvergent
k=l
// anr=25'z%- YV neN 2 2 = konvergent
k:l n— oo
# ani=, lp p>2, peN = 1/ke<1/k* = 3 1/k< ¥ 1/k> = > 1/k°
k=l k k=l k=l k=l
konv
3 x  x3 , x  x3 x>
L6s:53.1.4 Bsp 3: —- <sin(x/n) <—- A
n 6n3 n 6n3 120n°
CR 5- 1
S2.2.2 Bspl.): Z: —= “~ pn bestimmt divergent = +w, 2 -0,
n=1 n — o — x>0 x<0
. x x3 x x> konvergieren
Siehe oben: Z , Z eV o xeR =
= 6n? ) 120%n° §2.2.2Bspl.)

n=1 \\\ \\\\
N \\\\\\ \\ 0
Fir x=0: sin(x/n)=gin 0=}~ X sin(x/n)=0 konvergent fiur x=0
~ AN n:\l\\\\\
N \i \\}\\x 3 5
# 3 n,eN: |E§|<3 V n>ng: x X N\<sin — <3~ X 2
n no 6n’ N n nTeg’ 120n°
x x° . x x x3 [N x x° S~. X x x° x>
¥ -—+ >-sin —=-—+ - = -+ >sin -—2>-—+ -
n  6n’ n n 6n’ 120n° n  6n’ n n  6n° 120
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n =0
//82.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion//
//Fiir z,weC, xeR gilt//

. . 1
//5.) V xeR 3 exp (x)=%i—§} (l+x/n)“=%£21 (1-x/n) "= exp(-x)=——>—//

exp (%)’ exXp(x)
//82.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion// //
1 -7
//7.) l+x<exp(x) V x€R, exp(x) <1— V x<1// e
\\ - X //
//1.) (.)exp(0)=e’=1 (..)exp(x)>0 V x€R, -7
// 83.1.1(1601) Z\\gk divergent V zeKmit |z|>217
k =0 ~N //
// kom\fe::gent V oz, [21<1:) zk=l L v ozp<l.
~ P k =0 -z
- CSNGS v >+ >0 V x€ *)n>0 V neN.
HZ:'O exp ( 523185);:; ee)/ \_\O e¥>1+y, e*>0 x€R, (e*)™>0 neN
l/ 1
e® =1+ (e")" = (e")" = e
e(e) (e )

o > =
X O x>0 & e* == e* >1

<l Z [Lx] konvergiert punktweise.
n=0

0 x<0 = e"<l = (&)<l =

1
> >1/e#0 = also keine Nullfolge

e ______ e _______
0 l l l
2 — divergiert
n=0 e(e )
Noch zu untersuchen gleichmédBige Konvergenz...x>0 bzw x€[0,o] VYV d>0
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//S4.2.4(2356) Cauchy-Kriterium fiir gleichmdBige Konvergenz//

// Die Funktionenreihe Z gx 1st genau dann auf D gleichmidBig //
k=1

// konvergent, wenn V & >0 7 NeR, V n,meN V x€eD:m>n>N = IZ g (x) | <e.//

//Bem:Seien f,(z): M— C neN, gegeben.

0

// Z f,(z) konvergiert gleichmidBig auf M <
n=1
// Ve>0 3 ny=n,(¢) (unabhdngig von z€M)//
// mit Z £f,@)| <e V n>m>n,(¢) und V zeM. //
v=m+1

//82.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion//
1
//7.) l+x<exp(x) V x€eR, exp(x)sl— V x<1//
- X
//81.5.6 (715) Vor:x€ER, x=-1, n€EN Beh: (1+x)" =>1+nx//
// Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1//

//83.1.2 (1602)Rechenregeln fiir unendliche Reihen//
//Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium S2.4.2 fiir unendliche Reihen.//

// (siehe auch Rechenregeln filir unendliche Reihen S$3.1.2)//
// Sei(z,) cC. Z z, konvergiert < VE>0 3 n;(e)eEN mit//
v=)
// | Y z.<e V n>m>n,(e).(d.h. |5,-S.)|<e V n>m>n,(e).//
vV=m+1
Beh:V >0 ist Z exp (-e"™) (.)gleichmaRig konvergent auf [§,)?

n=0
(..) aber nicht auf ganz R,?
(.) S4.2.4 Cauchy-Kriterium fir gleichma@Bige Konvergenz erfillt?

u 1
Ve>dEIN€R V n,meN, V x€[§,®), n,m>N = IZ — | <g
_____________ S4.5.1 = een
x>6>0 = e*>e = 140 = (e¥)">(1+0)™ = 1+nd =
S$2.3.187.) S1.5.6)- 1<0<5

n

—
-
S3.1.2 Bem:1.)

0 1 k
Z [—S] konvergent
k=0 e

=<l

n

|Z gib] | <e fir m,n >N (€)
k =n e

1 k
— |<e¢ fir m,n >N ()

|

Sei &p0 beliebig, wéhle N(e): |
! .

= V m n >N ( Z

=5 (A
| k=n €

(..)Z.z. 5 e>0 V NeR,, 3 n,meN, I xeR,, m,n >N, IZ — | >e.

= (ee )k

Wahle e=1/27. Sei NeR.,, beliebig, m=n=N, x=1/N

< 1
> 1) == —w)/l/ee>1/27 e<3, e%<e3<32#27

k =n
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S4.2.5(2361) Majorantenkriterium von Weierstrass
Vor:Sei DcK (z.B. R, C) und £,:D—C fir neN gegeben.

Sei |f,(z)|<a, YV neN & Y ze€D & ) a,<owo.

n =l

Aussage:Z: |£.(z) | und Z: f.(z) sind gleichmaBig auf M konvergent.
n=1 n=1

//S4.2.4(2356)Vor:Sei DcK, f,:D— K fiir neEN gegeben.

//Beh: (f,(z) *_, konvergiert gleichmdBig auf D (gegen Funktion f (z) :=D—K)

1

// < V&E>0 I ne=ny(e) (unabhdngig von z€D)

/7 mit |f.(z)- f.(z)|<e VY n,m>n,(e) V z€D
: v < v < <& V n>m> = .
Bew |V§+1f (z) | v§+1 | £y (z) | V%'Ha ¢ ¥ n>m=no(e) T Beh

Andere Formulierung:

Vor: (£,), f.: I=R V neN, (a.)en=0, * Y a,<o, *x* |f,(x)|<a, V x€I Vk
k=1

Aussage: Z: fir(x) ist gleichmaRig konvergent.
k=

n+p n+p
Bew: | 3 fi(x)I=< > a. V x€I 22 Beh

v =+l v =+l
Bsp: ® g, (x)=x" = |x*|<(1-0)*

ikx
ve 3 ¢

=1 k(l

, o>1 glm Konv auf R (Z%— Majorante)

A4.2.11 Zeige: Die Funktionenfolge (f,) mit f,(x)=x" ist nicht
gleichmaBig konvergent auf dem abgeschlossenen Intervall
[0,11].

Los:Wann gilt |x|< €& fir 0<x<1l...x=1 ?..|X|“=l..§§ € nicht glm
konv
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A4.2.12 7eige: Die Funktionenfolge (f,) mit f,(x)=(1-x)x" ist
gleichmaBig konvergent auf dem abgeschlossenen Intervall

[O,l] K<1_8 > |

Los: < S
0 ¢ 1-¢ H
S] <&
#Falls (;) 1- X
>(1-¢)

X =

#Falls x<l=e_d.h. 0<e<l-x = f (x)=(1-x)x"<(1- & ) (1l-g)™ (1-¢)"
€[0,1] 1- x1
f,(x) =(1- x)<e fir =& unabhdngigvon n
| £, (x) | =

f[i(x)=(1-&)'<eVn=N fiir0<x<l-¢

A4.2 .13 Zeige: Die Funktionenreihe Z x*/k? ist gleichmdBig konvergent auf
k=1
dem abgeschlossenen Intervall [0,1]

Los: glm Konv aus Majorantenkriterium ... Z 1/k? konv
k=1
A4.2.14
a)Finde die maximalen Intervalle, auf denen die Funktionenfolge
f.(x)=x*exp (-nx?) punktweise bzw gleichmédRig konvergiert.

//D4.2.4(2300) Vor: McR oder McC, f,:M—>C, neN//
//Aussage:Die Funktionsfolge (f,) 7_,=(f.(z)) °_, konvergiert gleichméBig

n =1
// auf M gegen f(z):M—>C: <
//¥Y €>0 3 ny=ny,(e) (unabh. von z€M) mit |f,(z)-f(z)]|<e V n=n,(e) V zeM.
//82.3.18(1409) Fir x€R gilt7.) (1411) l+x<exp(x) V xeR//
//81.5.6 (715) Vor:x€R, x=>-1, n€EN Beh: (l+x)" >1+nx//

// Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1//

Los: ® punktweise konvergent

n

1 lg|<1 lg|=1 lg|>1
1 n = n ) n i
fa(x)=x e X = r ¥ —> 0, " > 1, 9" —» oo,
e e — — -
\“/_:q n— oo n— oo n— oo
x2>0
1 1 0~
—|<1 = f,(x) konvergent: — < 1 V x€R\{0}
e e™ -7
e’ =1
= l —_— . .
~ fa(x)=x—F( x*0 konvergiert punktweise V x€R\{0} gegen O
X e n— o
1
——
=l fiir x=0

1
fz) fl(x)=x=0*1 — konvergiert gegen O
x e

1

x2

e

] =0 V x€R = f, konvergiert punktweise V x€R

2362



@ 0 gleichmaRig konvergent

//82.3.18(1409) Fir xeR gilt7.) (1411) l+x<exp(x) V xeR//

//81.5.6 (715) Vor:x€R, x=>-1, n€EN Beh: (1+x)? >1+nx//

// Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1//
Beh.:f, auf R gleichmédRig konvergent
Bew:Z.z. V &>0 3 ne=ng(e) V¥ nEN V x€R: n_ N = |f,(x)-f(x)|<e =

Seite 2362
| £.(x) [<g
1)”° 1)"
|fn(X)|=|X[ x] |=|X|(—]
e
d =2 Z 2 x2\n 2\ n Z 2
a e 3 1+x2>0,. (&%) "= (1+x?) v, _d+nxz>1
S$2.3.18 7 15,6571
L /// |x|/f/z'4'1;)e=0'
— | 7 fx -7 1 1 ..
|fn(X)|=|X|[eX2],/S +||2,El+lx|’ =7 < fiir x #0
&7 = e Tenllixl Ll
- N

Sei €>0 beliebig. Wahle N=1/g?, dann gilt V neN mit n>N:
|x|<e V|x|<e
Le—————7. >
fox)l<{ 1 , V’x€R ,n>1/¢?
b
n|x||xT>sng

n=l/e?

= f, auf R gleichm&Big konvergent

b) Zeige: Wenn eine Funktionenfolge (f,) auf D gleichmaBig gegen die
Nullfunktion_konvergiert, so muss fiir jede Folge (x,) aus D gelten:

Lm £ (x)=0 T TTTeme—— \

n— o

Bew: V ;>O 3 &€R+- V neN V xeD: nZN:#Ifn(x)—f(x)|=#|fn(x)|<

Beh. V (x,)cD: limf (x,)=0

vor. V ¢>0 3 fqeRgV neN, V xe€D, n>1; = | £ (x2) I<g .

Beh:V (x,)€D gilt V €>0 d NeR, V neN, n>N: |f,(x,) |<e.

Sei x,CD beliebig. Sei &€ >0. Setze _=¢, bestimme 1;1, setze N=1~q,

€
dann gilt V neN, V xe€D, n>N: |f,(x)|<e¢ = also ist erst recht
V neN, V x€D, n>N = |£f,(x,) |<t.

A4.2.15
a)zZeige: Die Funktionenreihe Z x*/k? ist gleichmaBig konvergent auf
k=1

dem abgeschlossenen Intervall [0,1]

Los: glm Konv aus Majorantenkriterium ... Z 1/k? konv
k=1
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b) Zeige: Wenn eine Funktionenfolge

Bew:

c) Zeige,

lim £ (x,)=0

n— oo

Beh. V (x,) cD: limf (x,)=0

v ;>O 3 ]{IER“ V neN, = V xeD:

(f,) auf D gleichmaRig gegen die
) aus D gelten:

Vor. V é>0 3 ;€R.:V neN, V xebD,

N

n>

=

N

so muss fir jede Folge (x,

| fa (%) [<g

Beh:V (x,)€D gilt V €>0 3 NeR, V neN, n>N: |f,(

Sei x,CD beliebig. Sei &€ >0

dann gilt V neN, V x€D, n=>N:
V neN, V x€D, n=>N = |£f,(x,) |<t.

Setze

€

e -
X)) | <€.

&

. =¢, bestimme f&, setze sz&,

|£f.(x) |<e = also ist erst recht

(.)punktweise aber (..)nicht gleichma@Big konvergent ist.
Anl.: Finde eine Folge (x,) aus dem Intervall
die Bedingung aus (b) nicht erfillt.

(0,2)

dass die Funktionenfolge f,(x)=n?x(x-2) (1-x)" auf 0 <x <2

, welche

(1

)/

0<x<1 n-ow

divergent

//81.5.6 (715) Vor:x€R, x=>-1, n€N Beh: (l+x)"=1+nx//
// Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1//
Los: (.)Protokoll nicht verstanden, eigener Versuch beweist (.
kann falsch sein
# ® x=0,1,2 = f,(x)=0
# ® @ (O<x<l: nxXx 2 ®©, n** X -~ 0O, (()<)§<1 -2)<0, (1_0<)§<1
# (0<)§<1 _2) (1_O<))‘c:<1 )n<0’ O<x<l (O<)§<l _2) (1_0<)>€<1 )n<O'
2% X X _ _ X o > _
# n O<x<1 =~ O<x<1 2) (1 O0<x<1 n:w 1
5 e @ e@l<x<2: (1- X )<0, (1- X y» 2 +oo, pn?* X X _p)
1<x<2 1<x<2 n=ow O<x<1 =~ 0O<x<1
+o0
# f,(x) punktweise konvergent in 0,1,2
—1,
_ +—
() xme-tero,21: f/m-ne L (2o o Lye o (1220) (150
n n n n 30—
51

keine gleichmaRige Konvergenz
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