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   # ( cos x>1-
[image: image187.wmf]x

2

2

 # ( cos x>0 für 0(x(1 

   # cos x<1-
[image: image188.wmf]x

2

2

+
[image: image189.wmf]x

4

4

!

# ( 

   cos 2<1-2+16/24=-1+2/3=-1/3<0 & cos x>1-x2/2(1-1/2>0 in (0,1] 
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   cos x hat mindestens eine Nullstelle x0 in (1,2) und keine in (0,1].

   Sei M:={x((1,2)|cos x=0} ( M((. 

   Sei x0:=inf M (  x0=min M da cos stetig 

   ( 1<x0<2 & x0=:(/2=1,57.. ist kleinste positive Nullstelle von cos x.

D4.4.2 (2535) Die reelle Zahl 2* 
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Bem:(.)( ist eine reelle transzendente Zahl,(=3,14159265358979.

    (..)Es gilt auf (0,2] (analoger Bew wie oben:

    ()x-
[image: image192.wmf]!
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<sin x<x ( sin (/2>0 und ferner (Additionsth):

    ()sin ((/2+(/2)=sin(()=2sin((/2)cos((/2)=0 da cos((/2)=0

    ()sin((/2)=1, (da (cos2((/2)+sin2((/2)=1, sin(/2
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Andere Formulierung, Definition und Satz 

  cos hat im Intervall [0,2] genau 1 Nullstelle (, (=2(, cos
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//S4.3.1 Expotential-, Trigonometrische, hyperbolische Funktionen sind//
//       stetig auf ganz C.//

//S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)//

//Vor:Sei I(R ein Intervall, f:I(R stetig auf I, a,b(I, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : ( y ( mindestens ein x((a,b( mit f(x)=y.//

//S4.4.4(2533) a)sin x>0 ( x((0,2]   b) cos x ist im Intervall [0,2] (
 Bew: cos 0
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    S4.3.1: cos stetig 
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( Nullstelle von cos in [0,2]
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//S3.6.3(2104) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen//

//   ( z=x+iy, z1,z2(C gilt://

//1.)eiz=cos z +isin z (Eulersche Formel),//

//     ez=exeiy=ex(cos y +i sin y). //

S4.4.5(2536) exp(i*
[image: image220.wmf]2
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)=i, exp(i*()=-1, exp(i*
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Bew: exp(i*
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     analog die anderen Gleichungen 

S4.4.6(2536) Periodizitäten und Idenditäten der trigonometrischen 

        Funktionen

Es gilt für x(R bzw z(C:

a) sin(x+(/2)=cos x, sin(x+()=-sin x, cos(x+(/2)=-sin x, cos(x+()=-cosx

b) sin(x+2()=sin x, cos(x+2()=cosx, wir sagen dann, dass der  

   Sinus und der Cosinus “2(- periodisch” sind, dabei ist (=2( die  
   kleinste positive Zahl mit dieser Periodizitätseigenschaft und wir 
   nennen diese Zahl die Periodenlänge.

d) ez=ez+2k(i ( k(Z,

e)sin x=0 ( x=k( mit k(Z, sin x>0 auf (0,(), 

    cos x=0 ( x=k(+(/2 mit k(Z, cos x>0 auf (-(/2,(/2)

f)Wertetafel

 f   x  0  (/6    (/4    (/3    (/2 

 sin x  0   ½    
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Bem:(.)Sinus ist eine ungerade Funktion ( sin x<0 auf (-(,0) 

       cosx<0 auf((/2,3(/2).

   (..)Sinus und Cosinus haben auch im Komplexen nur die oben genannten 

       reellen Nullstellen, damit ist auch Definitionsbereich von 

       tan z und cot z Klar.

//S3.6.3(2106) ( z=x+iy, z1,z2(C gilt:

//2.) sin z=-sin(-z)=
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//     cos z=cos(-z)=
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// 3.)cos(z1+z2)=cos z1cos z2-sin z1 sin z2
//       sin(z1+z2)=sin z1cos z2-cos z1 sin z2   
//       speziell: sin2z+cos2z=1.

// 5.)cos 0=1

//S4.4.4 d)cos besitzt eine kleinste positive Nullstelle x0((1,2)

//D4.4.2 (2534) Die reelle Zahl 2* 
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//Bem ()sin ((/2+(/2)=sin(()=2sin((/2)cos((/2)=0 da cos((/2)=0

//    ( )cos(=cos2((/2)-sin2((/2)=-1
Bew:cos x
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    S4.4.4 d): (/2((1,2) ist kleinste positive Nullstelle des Cosinus (   
               cos x>0 ( x((-(/2,(/2)    

    S3.6.3 3.) (
    a)cos(x+(/2)=cos x*cos (/2-sin x*sin (/2=-sin x und es gilt 

      sin(
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      cos(x+()=cos x cos (-sin x*sin (=-cos x

    b)cos(x+2()=-cos(x+()=+cos x und analog für den Sinus, 

     insbesondere ist sin(x+(/2)
[image: image244.wmf])
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     sin x>0 auf (-(/2+(/2,+(/2+(/2)=(0,(), da cos x>0 auf (-(/2,+(/2)

   Aufgrund dieser Überlegungen ist sin x=0 ( x=k( mit k(Z und die    

   Periodenlänge 2(. Analog für den Cosinus. 

    d) e2k(i=
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 //S3.6.3(2106)

//3.)cos(z1+z2)=cos z1cos z2-sin z1 sin z2 (Additionstheoreme)

//   sin(z1+z2)=sin z1cos z2-cos z1 sin z2   Funktionalgleichungen)

//   speziell: sin2z+cos2z=1.
    f)0
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cos((/4+(/4)
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cos2((/4)-sin2((/4), cos2((/4)=sin2((/4)

   1
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    ( (beachte Vorz) cos((/4)=sinus((/4)=
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 EMBED Equation.3  [image: image257.wmf]·

: cos((/6)=2cos((/3)cos((/6) ( 

   cos((/3)=1/2=cos(((/3-(/2)+(/2)
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[image: image263.wmf])

3

3

.

6

.

3

S

=

         sin((/3)cos((/6)+cos((/3)sin((/6)


[image: image264.wmf]·
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 EMBED Equation.3  [image: image269.wmf]·

: 3/2=2sin((/3)cos((/6)=2sin(-(/6+(/2)cos((/6)
[image: image270.wmf])
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       2cos(-(/6)cos((/6)
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2cos((/6)cos((/6)=2cos2((/6) (     

   cos((/6)=
[image: image272.wmf]3

/2=sin((/3)

//S4.4.4(2532)
/(/a) sin x>0 ( x((0,2]   

//b) cos x ist im Intervall [0,2] (
//#c) cos x ist im Intervall [0,(] (
//d)Die Funktion cos besitzt eine kleinste positive Nullstelle x0, welche  
//  im  Intervall (1,2) liegt. Es gilt 1-
[image: image273.wmf]x
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<cos x<1-
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g) Aus obigen Eigenschaften und S4.4.4 :

   cos: [0,(]([-1,1] (,  sin: [-
[image: image276.wmf]2
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,
[image: image277.wmf]2
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]([-1,1] (,

   tan: [-
[image: image278.wmf]2
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,
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](R (,     cot: [0,(]( R (
   obige Funktionen sind  surjektiv und streng monoton, deshalb

D4.4.3(2539) Umkehrfunktionen zu cos, sin ,tan und ctan sind die Arcusfunktionen
       arccos: [-1,1]([0,(], arcsin: [-1,1]([-
[image: image280.wmf]2

p

,
[image: image281.wmf]2
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],  

       arctan: R((0,(]      arcctan: R((0,(]

//S4.4.3(2530) Umkehrfunktion//

//Ist f:I( R streng monoton und stetig auf I, so besitzt f auf dem// //Intervall J=f(I) eine Umkehrfunktion f-1, welche dort stetig ist und im //selben Sinne wie f streng monoton ist.//
Bem: S4.4.3 ( Die Arcusfunktionen sind streng monoton und auf ihrem  
       Definitionsbereich stetig

//S4.3.2(2408) Expotential-, Trigonometrische, hyperbolische Funktionen 

// sind stetig auf ganz C.
//S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)

//Vor:Sei I(R ein Intervall, f:I(R stetig auf I, a,b(I, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : ( y ( mindestens ein x((a,b( mit f(x)=y.

//S3.6.3(2106)

//3.)cos(z1+z2)=cos z1cos z2-sin z1 sin z2 (Additionstheoreme)

//   sin(z1+z2)=sin z1cos z2-cos z1 sin z2   Funktionalgleichungen)

//   speziell: sin2z+cos2z=1.
S4.4.9(2536)Parametrisierung des Einheitskreises in C  .

    Zu z(C  mit |z|=1 existiert genau ein                z,|z|=1,

    (((-(,(] mit z=ei(.                                  z=ei(                    

Bew:(.)Existenz: Es sei z=x+iy, 

    dann gilt wegen x2+y2=1: -1(x(1. Da cos 0=1        (((-(,(]

    und cos (=-1 folgt aus ZWS die Existenz 

    eines (0([0,(] mit cos (0=x und y2=1-cos2(0=sin2(0. 

    Somit leistet dieses z mit y=(sin(0=sin(((0) das Gewünschte, 

    d.h. mit (=((0 gilt z
[image: image282.wmf])
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    z=1 ergeben, reicht es ( in (-(,(] zu suchen.

    (..)Eindeutigkeit:

    Annahme es existieren (1,(2 mit -(<(1<(2(( mit dieser Eigenschaft.

    Sei (*=(2-(1((0,2() ( 
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1=cos (*=cos2((*/2)-sin2((*/2) & 1=cos2((*/2)+sin2((*/2) ( 

    sin2((*/2)=0 mit dem Additionstheorem 

    cos|(*/2-(/2|
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    |(*/2-(/2|<(/2 ist Nullstelle des Kosinus, was im 

    Widerspruch zu L4.4.1(2532). q.e.d.
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A4.4.8  A(R, A((, ( a,b(A, a<b:[a,b](A (Zwischenwerteigenschaft). 

        Zeige: A ist ein Intervall.

A4.4.10 f: R(R, f(x)=sinh x. Zeige, dass f eine auf R 

    stetige Umkehrfunktion besitzt.

//D3.6.4(2150) sinh z:=1/2(ez-e-z) ( z(C//

//S4.4.3 (2530)Umkehrfunktion//

//Ist f:I( R streng monoton und stetig, so besitzt f auf dem Intervall// //J=f(I) eine Umkehrfunktion f-1, welche dort stetig ist und im selben// //Sinne wie f streng monoton ist.//

Bew:f(x)=sinh x=
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 ist stetig auf R und 
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auf R, denn für x1,x2(R  
    mit x1<x2 gilt:
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    f(x1)=1/2(
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    Sei
[image: image306.wmf]{

I

Intervall

=

:= R und J:=f(R) 
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    Zu f ( Umkehrfkt f-1: J(I( R, die stetig und 
[image: image308.wmf]­
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    Noch z.z.J= R!

    Es gilt:(*)
[image: image309.wmf]lim
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f(x)=-( und (**)
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    Sei y0(R bel., wegen(*) ( a<0:f(a)<y0 und

                   wegen(**)( b>0:f(b)>y0          
[image: image311.wmf]{
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      ( x0((a,b): f(x0)=y0 ( R(f(R)=J (d.h. f ist surjektiv)
[image: image312.wmf]{
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Bem:Die stetige und streng monoton wachsende  Umkehrfunktion

    f-1: R( R von sinh heißt Area sinus hyperbolicus. Bez:Arsinh

S4.4.8(2541) Für x(R ist die Expotentialfunktion ex streng monoton 

   Wachsend, nimmt jedes y(R+ als Wert an und ist bijektiv

//S2.3.18(1409)7.)(1411) 1+x(exp(x) ( x(R//

//S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)

//Vor:Sei I(R ein Intervall, f:I(R stetig auf I, a,b(I, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : ( y ( mindestens ein x((a,b( mit f(x)=y.

Bew:x(R & h>0 ( eh
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#Bem:
// D0.2.4(200) Eine Abbildung(Funktion) f: X(Y heißt 

//   3.)bijektiv oder Bijektion: ( f ist injektiv und surjektiv

//   Zu jedem y(Y gibt es genau ein x(X mit f(x)=y.

//   In diesem Fall heißt die Funktion/Abb. f-1:Y(X def. Durch

//   f-1(y):=x für y=f(x) Umkehrfunktion zu f, wobei x dasjenige 

//   Element aus X sei, für das y=f(x) gilt.

#    y=f(x)=ex ist bijektiv nach S4.4.8
[image: image321.wmf].)
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( Umkehrfkt f-1(y):=x

//S4.4.3(2530) Umkehrfunktion und Stetigkeit

//Vor: 
[image: image322.wmf]·

 Intervall I(R,
//    
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 EMBED Equation.3  [image: image324.wmf]·

 f:I( R stetig auf I, J=f(I)
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J:=f(I) ein Intervall.
//   
[image: image326.wmf]·
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 EMBED Equation.3  [image: image328.wmf]·

 f:I( R streng monoton
//Aussage: Auf dem Intervall J=f(I) gilt

//        
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 Zu f ( im gleichen Sinn wie f streng monotone f-1   
//       
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 EMBED Equation.3  [image: image331.wmf]·

 Zu f ( stetige f-1 auf dem Intervall J=f(I)

#   Umkehrfunktion f-1(y)=f-1(ex) ist im gleichen Sinn wie 

    f(x)=ex streng monoton, d.h. streng monoton wachsend. 

D4.4.4(2542) Logarithmus

Die streng monoton wachsende Umkehrfunktion zu exp:R(R+ heißt der natürliche Logarithmus und wir schreiben log:R+(R, x=exp(log x).
Bem:


[image: image332.wmf]·

    y=log x ist per Def äquivalent mit x=ey.


[image: image333.wmf]·



 EMBED Equation.3  [image: image334.wmf]·

   Für a(R+ & b(C setzen wir noch ab=eblog a. #(
[image: image335.wmf]{
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  D4.4.4 
[image: image339.wmf]R
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,

 ab(R+ & log ab=b*log a ( a(R+, b(R, beachte aber,

                  dass im Allgemeinen ab eine komplexe Zahl ist, und 
                  deshalb log ab nicht definiert ist.

A4.4.11 Zeige die Stetigkeit des Logarithmus auf  R+.

A4.4.12 Funktionalgleichung des Logarithmus

   Zeige: ( x,y(R+ ist log(xy)=log x+log y

A4.4.13 Zeige a) ( a(R+ ( b,c(C: abac=ab+c, 

              b) ( a(R+ ( b(R ( c(C: (ab)c=abc.

Lös: a) abac=eblog aeclog a=eblog a+clog a=e(b+c)log a=ab+c.

     b) (ab)c=(eblog a)c=
[image: image340.wmf])

log(

log

a

b

e

c

e

=ebclog a=abc.

A4.4.14 Zeige, dass die oben gegebene Def von ab mit der   

   üblichen übereinstimmt, wenn b(Z oder 1/b(Z{0} ist.
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