5(2700) Differentialrechnung

5.1(2700)Der Begriff der Ableitung und Differentiationsregeln

D5.1.1 (2700)
//D4.1.1’(2002) M(C, M((, z0(C, (>0, U((z0):=(z( C(|z-z0|<((,

//  

((z0):= U((z0)\(z0(=(z( C(0<|z-z0|<((.//

//1.)z0(M heißt innerer Punkt von M:( ( (>0 mit U((z0)(M.//

//

 sei die Menge aller inneren Punkte von M// 

//D4.2.1(2300)  Sei M(R, x0(M’, d.h. x0 ist HP, und f:M( R gegeben//

//1.)f(x) konvergiert gegen a(R für x(x0:( //

//   ( (>0 ( ((>0 mit f(x)(U((a) ( x(M(
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(x0).//

//   (( (>0 ( ((>0: |f(x)-a|<( ( x(M mit 0<|x-x0|<(().//

//   Schreibweise:
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 Vor: M(C, z0(
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, f: M(C gegeben. 

Aussage: (.) Die Funktion f heißt differenzierbar in z0:(
            ( 
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            und dann heißt der Grenzwert f’(z0)(M die Ableitung von 

            f(z) in z=z0 (oder an der Stelle z0).

            # z0(
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: ( z(U((z0)(M. z0(M/
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            # Daher Vor: z0(
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        (..) Die Funktion f heißt differenzierbar auf D(
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:( 

             ( f’(z) ( z(D und dann heißt

             f’:D(C, z
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f’(z) die Ableitung von f auf D.
           # D(
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? Damit z.B. geschlossenes Intervall D:=[1,2]((0,3), in     
           # dem f definiert ist, möglich wird?

 Schreibweise:f’(z0)=:
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   Skizze/Bsp in M(R(C

  
                f(x)
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   Aussage: Ist (x0,x0+()(D oder (x0-(,x0((D, so heißt 

   f rechtsseitig (linksseitig) differenzierbar in x0:(
   ( 
[image: image29.wmf]lim

x

x

®

+

0

 
[image: image30.wmf]f

x

f

x

x

x

(

)

(

)

-

-

0

0

=:
[image: image31.wmf]'

f

+

(x0)=rechtsseitige Ableitung

   (( 
[image: image32.wmf]lim

x

x

®

-

0

 
[image: image33.wmf]f

x

f

x

x

x

(

)

(

)

-

-

0

0

=:
[image: image34.wmf]'

f

-

(x0)=linkssseitige Ableitung)
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   (..)f(x)=xn, D=R, n(N, x0(R.

//S1.7.2 (903)a,b(C, n(N0: 2.) an+1-bn+1=(a-b)

akbn-k// 
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       f(x) ist auf R differenzierbar und f’(x)=nxn-1.

  (...)f(x)=|x|, D=R. f ist differenzierbar für x0(0 und 

       f’(x0)= 
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Bem:(.)Eine Funktion f:I(R ist differenzierbar genau dann, 

       falls f
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(x0) und f
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(x0) existieren und gleich sind.

  (..)Eine Funktion f:U((z0)( C, mit z0(C, (>0 heißt komplex 

      differenzierbar in z*(U((z0), falls 
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      f’(z*)=lim....Falls z*(R(U((z0) und f’(z*) existiert, so existiert 

      auch die reelle Ableitung der Funktion bei z* und die 

      Ableitungen stimmen überein. 

2.)Die höheren Ableitungen von f sind induktiv folgendermaßen induktiv

   definiert: Sei M(C, f: M(C gegeben.

   Für z0(M sei 
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[image: image58.wmf]f

n

(

)

-

1

(z) ( z(U((z0),dann heißt

f n-mal differenzierbar in z0:( 
[image: image59.wmf]f

n

(

)

-

1

(z) ist in z0 differenzierbar, d.h. ( 
[image: image60.wmf]lim

z

z

®

0



EMBED Equation.3[image: image61.wmf]f

z

f

z

z

z

n

n

(

)

(

)

(

)

(

)

-

-

-

-

1

1

0

0

=:
[image: image62.wmf]f

n

(

)

(z0)(C bzw.

( 
[image: image63.wmf]f

n

(

)

(z0):=
[image: image64.wmf]d

dz



EMBED Equation.3[image: image65.wmf]f

n

(

)

-

1

(z)
[image: image66.wmf]z

z

=

0

=(
[image: image67.wmf]f

n

(

)

-

1

(z))
[image: image68.wmf]z

z

=

0

'

.

//D4.1.1(2200) Für x(R und (>0 sei //

//   U((x0):=(x(R||x-x0|<((=(x0-(,x0+()=(-Umgebung von x0 in R.//

//Sei M(R, M((.//

//1.)x0(M heißt innerer Punkt von M:( ( (>0 mit U((x0)(M.//
//  

 sei die Menge aller inneren Punkte von M //

//  

=offener Kern von M.  //

//  M heißt offen: ( M=

.// 

  Die Funktion f heißt n-mal differenzierbar auf der offenen Menge 
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D

(M:( ( 
[image: image70.wmf]f

n

(

)

(z) ( z(
[image: image71.wmf]o

D

 und dann heißt 
[image: image72.wmf]f

n

(

)

:
[image: image73.wmf]o

D

(C die n-te Ableitung 

          von f auf 
[image: image74.wmf]o

D

.

   Schreibweise: 
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                                  f in x0 mit 
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[image: image93.wmf]f

n

(

)

(z) ( z(D und 
[image: image94.wmf]f

n

(

)

(z) ist stetig auf D (wobei in R in 

  Intervallendpunkten 
[image: image95.wmf]f

n

(

)

(x):= 
[image: image96.wmf]f

n

+

(

)

(x) bzw. 
[image: image97.wmf]f

n

(

)

(x):= 
[image: image98.wmf]f

n

-

(

)

(x) sei)

Andere Formulierungen (in R):

Es seien eine Funktion f:I(R, ein Punkt x0(I und ein n(N gegeben. Wir sagen:

(.) f ist 2 mal diffb in x0(I, falls für ein (>0, f’(x) auf U((x0) 

    existiert und ferner die Ableitung von f’(x) bei x0 existiert. 

    Wir schreiben für dies f’’(x0)=
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(..)(induktiv) f ist n mal diffb in x0, falls für ein (>0, f(n-1)(x) bei x0 

     existiert. Wir schreiben f(n)(x)=
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(…)f ist n mal stetig diffb auf I (kurz:f(Cn(I)), falls f 

   n mal diffb ist ( x(I und f(n):I( R stetig auf I ist.

(....)f ist beliebig oft diffb auf I(kurz f(C((I)), falls 

      f(Cn(I)) ( n(N.

Bem: Wir schreiben f(C(I), falls f:I( R stetig ist.

Bem:1.)Für x0(
[image: image105.wmf]M

o

(R und f:M( R(C) gilt ( f’(x0) (
      ( 
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    2.)Für x0(
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      f’(x0)=(Re f)’(x0)+i(Im f)’(x0).
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     z=x+iy, |x|,|y|(|z|(|x|+|y|, 

     x(x0:f’(x0)=(Re f(x0))
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Andere Formulierungen:

   Hier wird K  für Körper verwendet. Statt C  für komplexe Zahlen könnte 

   man auch K verwenden

   Sei z0(K, r(R+, Ur(z0)={z(K:|z-z0|<r}, f: Ur(z0)(K. 

   Für z(Ur(z0)\{z0}, h=z-z0(0 heißt 
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   der Differenzenquotient von f im Punkt z0. Im Fall K=R ist der 

   Differenzenquotient gleich der Steigung der Sekante durch die Punkte 

   (x,f(x)) und (x0,f(x0)) des Graphen von f.

   Falls der Grenzwert des Differenzenquotienten für z(z0 existiert, 

   heißt er auch die (erste) Ableitung von f im Punkt z0, und wir nennen 

   f auch differenzierbar im Punkt z0 und schreiben 

   f’(z0)=
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   Für K=R interpretieren wir die Ableitung als die Steigung der 

   Tangente an den Graphen von f im Punkt x0.

   Sei D(K gegeben. Wir nennen ein f:D(K auf D differenzierbar, wenn es 

   zu jedem z0(D ein r>0 gibt, für welches Ur(z0)(D ist und falls weiter 

   f in jedem Punkt von D differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so ist 

   die Ableitung f’ wieder eine auf D definierte Funktion. Diese 

   Funktion kann selbst wieder in einem Punkt(oder allen Punkten) von D 

   differenzierbar sein . Der Wert der Ableitung von f’ in einem Punkt 

   z0(D heißt dann auch die 2. Ableitung oder die Ableitung 2. Ordnung 

   von f an dieser Stelle. Entsprechend werden höhere als 2. Ableitungen 

   von f definiert. Wir schreiben dann auch 

   f’’(z), f’’’(z), f(n)(z) oder 
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   der 2., 3. ,nten Ableitung von f im Punkte z.

   Wenn eine Funktion f auf D n mal differenzierbar und die nte 

   Ableitung noch stetig ist, sagen wir auch: f ist mindestens n mal 

   stetig differenzierbar auf D. Beachte, dass die Stetigkeit der 

   Ableitungen der Ordnungen 
[image: image133.wmf]£

n-1 aus S5.1.1 (siehe unten) folgt, nicht 

   aber die der nten Ableitung.

   Wenn eine Funktion auf D Ableitungen von jeder Ordnung besitzt, 

   nennen wir sie auch beliebig oft differenzierbar.

   Seien a<b und f:[a,b](R gegeben. Wir sagen:

   f ist im Punkt a rechtseitig differenzierbar, wenn 
[image: image134.wmf]lim

h

®

+

0



EMBED Equation.3[image: image135.wmf]f

a

h

f

a

h

(

)

(

)

+

-

 

   existiert und wir nennen seinen Wert die rechtsseitige Ableitung von 

   f im Punkt a.

   Analog definieren wir die linksseitige Ableitung/Differenzierbarkeit 

   im Punkt b.

   Sei I(R ein beliebiges Intervall. Falls f:I(R in jedem Punkt von I 

   differenzierbar ist, wobei wir in evt Randpunkten die entsprechende 

   einseitige Differenzierbarkeit meinen, dann sagen wir auch: f ist auf 

   I differenzierbar.

S5.1.1(2703)
Eine Funktion f:I(R ist genau dann differenzierbar in x0(I, wenn ein c(R und eine Funktion ((x):I( R mit 
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 ((x)=0 existiert, sodass gilt: 

* f(x)=f(x0)+c(x-x0)+((x)(x-x0). Dann ist c=f’(x0)

 Bew:Setze ((x)= 
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Andere Formulierung (auch für C):

    f:M(C ist in z0(
[image: image143.wmf]M
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 differenzierbar ( 

    ( c(C und 
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(z):M(C mit 
[image: image145.wmf]e

(z0):=0, 
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 stetig in z0 und  

    f(z)=f(z0)+c(z-z0)+
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Bem:Stetigkeit ( Differenzierbarkeit 
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S5.1.3(2706)
 1.)Ist c(K und ist f(z)=c ( z(K, so ist f in jedem Punkt z(K 

    differenzierbar und f’(z)=0 für alle diese z.

Bew:Der Differentialquotient hat immer denselben Wert 0, also folgt die 

    Beh.

2.)Ist f(z)=z ( z(K, so ist f in jedem Punkt z(K differenzierbar und 

   f’(z)=1 für alle diese z.

Bew:Der Differentialquotient hat immer denselben Wert 1, also folgt die 

    Beh.

3.)Die Funktion x
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Andere Formulierungen:
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//S3.2.7 (1756)Großer Umordnungssatz//

//    Sei J eine abzählbar unendliche Menge und seien Jk, k(N,//

//    eine Zerlegung von J. Sei ferner j

aj eine Abb von J in// 

//    K, so, daß 
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   stetige Funktion von h...0 für h(0... 
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   Daraus folgt die Beh.    

(2709)Korollar (gilt auch im Komplexen)

(.)Jedes Polynom P(z)=
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    P’(z)=
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    grad(P)-1. Insbsondere gilt P(z)
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(..)siehe auch S5.1.5. 

   Die Funktion ex:R((0,() ist differenzierbar auf R und (ex)’=ex nach 

   Differenzierbarkeit der Potenzreihe

   sin x: R([-1,1]... (sin x)’=cos x

   cos x: R([-1,1]...(cos x)’=-sin x

   sinh x: R(R diffb auf R mit (sinh x)’=cosh x

   cosh x: R([1, (] diffb auf R mit (cosh x)’=sinh x

Bew:Differenzierbarkeit von PR

Durch gliedweises Ableiten der entsprechenden Potenzreihen zeigt man:

S5.1.5(2710) Die Expotentialfunktion, die trigonometrischen und die   

   hyperbolischen Funktionen sind auf C differenzierbar und es 

   gilt (ez)’=ez, (sinz)’=cos z, (cos z)’=-sinz, 

        (sinh z)’=cosh z, (cosh z)’=sinh z        jeweils ( z(C.

//S3.2.8 (1758)Expotentialreihe//
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[image: image328.wmf]n

=

¥

å

0

(-1)( 
[image: image329.wmf]z

2

1

2

1

n

n

+

+

(

)

!

, cos z=
[image: image330.wmf]n

=

¥

å

0

(-1)( 
[image: image331.wmf]z

2

2

n

n

(

)

!

, KR=(.//

//D1.7.1 (905)n(N0, ((C 1.)n!:=

=
[image: image332.wmf]î

í

ì

Î

*

*

*

=

N

n

,

n

,...

2

1

0

n

für

1

, 0!=1//

 Bew:ez=
[image: image333.wmf]k

=

¥

å

0



EMBED Equation.3[image: image334.wmf]z

k

k

!

( (ez)’=
[image: image335.wmf]k

=

¥

å

1



EMBED Equation.3[image: image336.wmf]kz

k

k

-

1

!

=
[image: image337.wmf]k

=

¥

å

1



EMBED Equation.3[image: image338.wmf]z

k

k

-

-

1

1

(

)

!

=ez.

     (sin x)’=cosx siehe P51_1

PAGE  
2711

_1206206485.unknown

_1215872623.unknown

_1322828705.unknown

_1382001842.unknown

_1382001965.unknown

_1466585096.unknown

_1476434017.unknown

_1478969857.unknown

_1476431990.unknown

_1382001857.unknown

_1322998784.unknown

_1323348484.unknown

_1323419913.unknown

_1323440238.unknown

_1381997751.unknown

_1323421916.unknown

_1323348505.unknown

_1323010599.unknown

_1323015682.unknown

_1323009262.unknown

_1322829666.unknown

_1322839755.unknown

_1322983863.unknown

_1322829585.unknown

_1234021204.unknown

_1234278521.unknown

_1301331046.unknown

_1322828622.unknown

_1301331047.unknown

_1257697991.unknown

_1301331044.unknown

_1301331045.unknown

_1265202587.unknown

_1234278909.unknown

_1234021299.unknown

_1234021445.unknown

_1234023374.unknown

_1234278276.unknown

_1234021461.unknown

_1234021421.unknown

_1234021258.unknown

_1234021281.unknown

_1234021246.unknown

_1215875418.unknown

_1233666064.unknown

_1234021080.unknown

_1234021143.unknown

_1233993279.unknown

_1233671261.unknown

_1217084751.unknown

_1217090419.unknown

_1217146942.unknown

_1221490477.unknown

_1217145814.unknown

_1217086506.unknown

_1216481466.unknown

_1216481907.unknown

_1215884284.unknown

_1215873159.unknown

_1215875373.unknown

_1215875255.unknown

_1215875268.unknown

_1215872694.unknown

_1206206539.unknown

_1206206555.unknown

_1206206576.unknown

_1206206626.unknown

_1206206676.unknown

_1206206691.unknown

_1206206702.unknown

_1206206706.unknown

_1206206710.unknown

_1206206712.unknown

_1206206714.unknown

_1206206716.unknown

_1206206717.unknown

_1206206715.unknown

_1206206713.unknown

_1206206711.unknown

_1206206708.unknown

_1206206709.unknown

_1206206707.unknown

_1206206704.unknown

_1206206705.unknown

_1206206703.unknown

_1206206696.unknown

_1206206698.unknown

_1206206699.unknown

_1206206697.unknown

_1206206693.unknown

_1206206694.unknown

_1206206692.unknown

_1206206680.unknown

_1206206685.unknown

_1206206690.unknown

_1206206684.unknown

_1206206678.unknown

_1206206679.unknown

_1206206677.unknown

_1206206643.unknown

_1206206665.unknown

_1206206670.unknown

_1206206672.unknown

_1206206674.unknown

_1206206671.unknown

_1206206668.unknown

_1206206669.unknown

_1206206666.unknown

_1206206645.unknown

_1206206647.unknown

_1206206649.unknown

_1206206652.unknown

_1206206657.unknown

_1206206650.unknown

_1206206648.unknown

_1206206646.unknown

_1206206644.unknown

_1206206634.unknown

_1206206637.unknown

_1206206638.unknown

_1206206639.unknown

_1206206636.unknown

_1206206635.unknown

_1206206630.unknown

_1206206632.unknown

_1206206633.unknown

_1206206631.unknown

_1206206628.unknown

_1206206629.unknown

_1206206627.unknown

_1206206606.unknown

_1206206615.unknown

_1206206622.unknown

_1206206624.unknown

_1206206625.unknown

_1206206623.unknown

_1206206619.unknown

_1206206620.unknown

_1206206617.unknown

_1206206611.unknown

_1206206613.unknown

_1206206614.unknown

_1206206612.unknown

_1206206609.unknown

_1206206610.unknown

_1206206607.unknown

_1206206597.unknown

_1206206602.unknown

_1206206604.unknown

_1206206605.unknown

_1206206603.unknown

_1206206599.unknown

_1206206600.unknown

_1206206598.unknown

_1206206592.unknown

_1206206595.unknown

_1206206596.unknown

_1206206594.unknown

_1206206578.unknown

_1206206580.unknown

_1206206582.unknown

_1206206579.unknown

_1206206577.unknown

_1206206559.unknown

_1206206569.unknown

_1206206572.unknown

_1206206574.unknown

_1206206575.unknown

_1206206573.unknown

_1206206570.unknown

_1206206571.unknown

_1206206564.unknown

_1206206565.unknown

_1206206566.unknown

_1206206568.unknown

_1206206561.unknown

_1206206562.unknown

_1206206563.unknown

_1206206560.unknown

_1206206557.unknown

_1206206558.unknown

_1206206556.unknown

_1206206547.unknown

_1206206551.unknown

_1206206553.unknown

_1206206554.unknown

_1206206552.unknown

_1206206549.unknown

_1206206550.unknown

_1206206548.unknown

_1206206543.unknown

_1206206545.unknown

_1206206546.unknown

_1206206544.unknown

_1206206541.unknown

_1206206542.unknown

_1206206540.unknown

_1206206530.unknown

_1206206534.unknown

_1206206537.unknown

_1206206538.unknown

_1206206536.unknown

_1206206532.unknown

_1206206533.unknown

_1206206531.unknown

_1206206504.unknown

_1206206526.unknown

_1206206528.unknown

_1206206529.unknown

_1206206527.unknown

_1206206519.unknown

_1206206525.unknown

_1206206509.unknown

_1206206510.unknown

_1206206507.unknown

_1206206489.unknown

_1206206491.unknown

_1206206492.unknown

_1206206490.unknown

_1206206487.unknown

_1206206488.unknown

_1206206486.unknown

_1206206422.unknown

_1206206431.unknown

_1206206464.unknown

_1206206473.unknown

_1206206481.unknown

_1206206483.unknown

_1206206484.unknown

_1206206482.unknown

_1206206476.unknown

_1206206478.unknown

_1206206479.unknown

_1206206477.unknown

_1206206474.unknown

_1206206468.unknown

_1206206471.unknown

_1206206472.unknown

_1206206470.unknown

_1206206466.unknown

_1206206467.unknown

_1206206465.unknown

_1206206438.unknown

_1206206442.unknown

_1206206461.unknown

_1206206440.unknown

_1206206433.unknown

_1206206434.unknown

_1206206432.unknown

_1206206427.unknown

_1206206429.unknown

_1206206430.unknown

_1206206428.unknown

_1206206424.unknown

_1206206426.unknown

_1206206423.unknown

_1206206407.unknown

_1206206418.unknown

_1206206420.unknown

_1206206421.unknown

_1206206419.unknown

_1206206409.unknown

_1206206417.unknown

_1206206408.unknown

_1044625308.unknown

_1202901044.unknown

_1206206404.unknown

_1206206405.unknown

_1206206396.unknown

_1067958627.unknown

_1067958711.unknown

_1079019523.unknown

_1067958538.unknown

_1067708223.unknown

_1024472210.unknown

_1044625303.unknown

_1044625304.unknown

_1044624967.unknown

_1043740512.unknown

_1024336962.unknown

_1024472194.unknown

_1024472209.unknown

_1024472208.unknown

_1024472193.unknown

_1024336960.unknown

_1024318485.unknown

_1024318486.unknown

_1021919760.unknown

_1024318177.unknown

_1014048840.unknown

