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S6.2.2 (3204)

Vor: f,g(R(I)

Aussagen:
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(.)(beschränkte) f:[a,b]( R Riemann integrierbar ( 

      f: [a’,b’]( R  mit [a’,b’]([a,b] Riemann integrierbar
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 Andere Formulierung 

 Für a<c<b ist eine Funktion f genau dann über [a,b] integrierbar, 

 wenn sie sowohl über [a,c] als auch über [c,b] integrierbar ist und 

 dann gilt  
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//S6.1.3(3104) Sei |f(x)|(K ( x([a,b] und sei 
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 eine Zerlegung von// 

// [a,b] mit N Teilintervallen. Dann gilt für jede Zerlegung //

//Z={x0,...,xn}: 
[image: image256.wmf]S

(Z)(
[image: image257.wmf]S

(Z+
[image: image258.wmf]Z

)(
[image: image259.wmf]S

(Z)+2NK|Z|, 
[image: image260.wmf]S

(Z)(
[image: image261.wmf]S

(Z+
[image: image262.wmf]Z

)(
[image: image263.wmf]S

(Z)-2NK|Z|//

//S6.1.7 (3117)Riemannsches Integrabilitätskriterium//

//   Eine beschränkte Funktion f:[a,b](R ist genau dann über //

//   [a,b] integrierbar, wenn es zu jedem 

>0 eine Zerlegung //

//   Z  von [a,b] gibt mit 
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Bew:Aus S6.1.3 folgt, dass bei Verfeinerung einer Zerlegung die 

   Untersummen nicht abnehmen bzw Obersummen nicht zunehmen können. 

   Daraus ergibt sich, dass wir oBdA nur Zerlegungen betrachten können, 

   die c als Teilpunkt enthalten. Damit folgt die Beh mit S6.1.7

Bem:
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 Sei f über [a,b] integrierbar und seien x0,x1([a,b]. Ist x0<x1, so 

    folgt aus dem vorstehenden Satz die Integrierbarkeit von f über 

    [x0,x1]. Es ist üblich 
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   Vereinbarungen folgt dann für beliebige x0,x1,x2([a,b] aus 

   obigem Satz 
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     Dann gilt (6.2.4) für beliebige a,b,c(R.

S6.2.5(3209) Mittelwertsatz der Integralrechnung

Vor: f:[a,b]( R stetig und integriebar
Aussage: ( (([a,b]: 
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//S4.4.7(2560) Globale Extrema//

//Vor: M(R oder M(C & M kompakt, f:M( R stetig auf M.//

//Beh:( 
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//    ( z1,z2(M mit f(z1)(f(z)(f(z2) ( z(M.//

//S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)

//Vor:Sei I(R ein Intervall, f:I(R stetig auf I, a,b(I, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : ( y ( mindestens ein x((a,b( mit f(x)=y.

Bew: S4.4.7 ( m:=
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     ( Aussage
S6.2.6(3209)  Sei f über [a,b] integrierbar und sei x0([a,b] sowie 

   F(x)=
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f(t)dt ( x([a,b].

   Dann erfüllt F eine Lipschitzbedingung auf [a,b] und ist 

   insbesondere dort stetig.

//D4.3.1’ (2400)
//Wir sagen, daß f auf D einer Lipschitzbedingung genügt,falls eine // //Konstante L(R+ existiert, sodaß |f(x0)-f(x1)|

L|x0-x1| //

//( x0,x1(D.
//S6.1.8 (3119)//

//a) Fundamentalabschätzung//

//   Jede über [a,b] integrierbare Funktion ist dort beschränkt und es 

//   gilt  |
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//S6.2.4(3206) 

//Bem: Sei f über [a,b] integrierbar und seien x0,x1([a,b]. Ist x0<x1, so 

//    folgt aus dem vorstehenden Satz die Integrabilität von f über 

//    [x0,x1]. Es ist üblich 

//   
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//D4.3.1(2400)Bsp: Weiter folgt aus der Gültigkeit einer //Lipschitzbedingung immer die Stetigkeit auf D. 

Bew:Für x1,x2([a,b],o.B.d.A x1<x2: F(x1)-F(x2)=
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   |x1-x2| sup{|f(t)|: x1

x

x2}(|x1-x2| sup{|f(t)|:a

x

b}=L*|x1-x2| mit

   L=sup[a,b]|f(t)| 
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A6.2.1 Finde den Zusammenhang zwischen den Obersummen von f und 

   den Untersummen von –f.

Tip: sup=-inf

A6.2.2 Finde Ober- und Unterintegral der Dirichletschen 

   Sprungfunktion

???????????????????

Tip: Oberintegral immer0, Unterintegral immer 1...nicht integrierbar

A6.2.3 Sei f über [a,b] integrierbar und sei g(x)=f(x) bis auf 

   endlich viele x([a,b]. Zeige, dass auch g über [a,b] 

   integrierbar ist und dass 
[image: image309.wmf]a

b

ò

f(x)dx=
[image: image310.wmf]a

b

ò

g(x)dx.

//S6.1.8 (3119)f über  [a,b] integrierbar ist dort beschränkt //

Lös:

                         neue Def

                        x0

             (
   f integrierbar ( auch im Intervall [x0-(,x0+(]integrierbar
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   nichts, d. h. (Induktion)auch an mehr Stellen ändert nichts. 
A6.2.4 Sei f über [a,b] integrierbar. Zeige die Integrierbarkeit 

   von f+,f- mit f+(x)=max{f(x),0}, f-(x)=max{-f(x),0} ( x([a,b].

//S6.1.7(3117) Riemannsches Integrabilitätskriterium

//a) Eine beschränkte Funktion f:[a,b](R ist genau dann über [a,b] 

//   integrierbar, wenn es zu jedem 

>0 eine Zerlegung Z von [a,b] gibt 

//   mit O(Z)-U(Z)<

.

 Lös: ( Z(Z(a,b): 0
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 f+,f- integrierbar (
      f++f-=|f|, f+-f-=f, f+=1/2(|f|+f)...|f| integrierbar

#    Überlegungsskizze: O>U & O-U=0 in Teilen f+=0...kein Beitrag zu O-U#

A6.2.5 Zeige, dass stückweise stetige Funktionen immer integrierbar 

   sind.

Lös:                                hier umdefinieren,sodass 

                                    sie stetig ist

                                 ...Integral bleibt gleich



//S6.2.6(3209)  Sei f über [a,b] integrierbar und sei x0([a,b] sowie 

//   F(x)=
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f(t)dt ( x([a,b].

//   Dann erfüllt F eine Lipschitzbedingung auf [a,b] und ist 

//   insbesondere dort stetig.
A6.2.6 Gib ein Bsp einer über [a,b] integrierbaren Funktion f, für 

   welche die in S6.2.6 definierte Funktion F nicht auf [a,b] 

   differenzierbar ist.

      #|F|#            F(x)=
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A6.2.7 Berechne 
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   für eine zulässige Zerlegungsfolge (Zn). 

   Hinweis:
[image: image341.wmf]å

=

n

1

k

k²=n(n+1)(2n+1)/6

Lös:( Zn): Zn={0,1/2,2/n...n/n}

   
[image: image342.wmf]ò

1

0

²

x

dx=



 EMBED Equation.3  [image: image343.wmf]S

(Zn), 
[image: image344.wmf]S

(Zn)=
[image: image345.wmf]å

=

n

1

k

inf{f(x),
[image: image346.wmf]n

1

k

-



 EMBED Equation.2  
x



 EMBED Equation.3  [image: image347.wmf]n

k

}(k/n-
[image: image348.wmf]n

1

k

-

)=

   
[image: image349.wmf]å

=

n

1

k



 EMBED Equation.3  [image: image350.wmf]n

1

²

n

)²

1

k

(

-

#=1/n³
[image: image351.wmf]å

=

n

k

1

(k-1)²#=1/n³
[image: image352.wmf]å

-

=

1

n

1

k

k²=
[image: image353.wmf]6

)

1

2

(

)

1

(

1

3

-

-

n

n

n

n



 EMBED Equation.3  [image: image354.wmf]{

¥

®

®

n

1/3

   
[image: image355.wmf]ò

1

0

²

x

dx=



 EMBED Equation.3  [image: image356.wmf]S

(Z n), 
[image: image357.wmf]S

(Zn)=
[image: image358.wmf]å

=

n

1

k



 EMBED Equation.3  [image: image359.wmf]n

1

²

n

²

k

= 1/n³
[image: image360.wmf]å

=

n

1

k

k²= 

   
[image: image361.wmf]³

n

6

)

1

n

2

)(

1

n

(

n

-

+



 EMBED Equation.3  [image: image362.wmf]{

¥

®

®

n

1/3(n(()

   x

x³ stetig ( ist integrierbar,  
[image: image363.wmf]ò

1

0

²

x

dx=1/3

PAGE  
3212

_1498757083.unknown

_1498833611.unknown

_1505909722.unknown

_1507468233.unknown

_1516881824.unknown

_1517484321.unknown

_1517577382.unknown

_1518074978.unknown

_1541940405.unknown

_1541942124.unknown

_1541943219.unknown

_1518075208.unknown

_1517657683.unknown

_1517741616.unknown

_1517741629.unknown

_1517742142.unknown

_1517658426.unknown

_1517579489.unknown

_1517579654.unknown

_1517577707.unknown

_1517484424.unknown

_1517484452.unknown

_1517577243.unknown

_1517484440.unknown

_1517484349.unknown

_1517484371.unknown

_1517484336.unknown

_1517483716.unknown

_1517484242.unknown

_1517484295.unknown

_1517484310.unknown

_1517484284.unknown

_1517484186.unknown

_1517484215.unknown

_1517484226.unknown

_1517484200.unknown

_1517484150.unknown

_1517484171.unknown

_1516976628.unknown

_1517402596.unknown

_1517402612.unknown

_1517055148.unknown

_1517395157.unknown

_1516967724.unknown

_1516976620.unknown

_1516967685.unknown

_1515512218.unknown

_1516689120.unknown

_1516777891.unknown

_1516881273.unknown

_1516881775.unknown

_1516786698.unknown

_1516689507.unknown

_1516777809.unknown

_1516689244.unknown

_1516538376.unknown

_1516625871.unknown

_1516635679.unknown

_1516538450.unknown

_1515514384.unknown

_1515520449.unknown

_1515520495.unknown

_1515520512.unknown

_1515519907.unknown

_1515512754.unknown

_1508952252.unknown

_1508952482.unknown

_1508952537.unknown

_1508952223.unknown

_1507646095.unknown

_1507382091.unknown

_1507398067.unknown

_1507399275.unknown

_1507464752.unknown

_1507399487.unknown

_1507398259.unknown

_1506935168.unknown

_1506847670.unknown

_1506863761.unknown

_1506843776.unknown

_1498834941.unknown

_1498839387.unknown

_1499087242.unknown

_1499087348.unknown

_1498839417.unknown

_1498834965.unknown

_1498834561.unknown

_1498834640.unknown

_1498833885.unknown

_1498757199.unknown

_1498757276.unknown

_1498757370.unknown

_1498757255.unknown

_1498757132.unknown

_1498757188.unknown

_1498757118.unknown

_1498750191.unknown

_1498756296.unknown

_1498756969.unknown

_1498757037.unknown

_1498756543.unknown

_1498754028.unknown

_1498754825.unknown

_1498753602.unknown

_1353144215.unknown

_1353146628.unknown

_1353148252.unknown

_1477645531.unknown

_1498140865.unknown

_1477645698.unknown

_1498140840.unknown

_1477645559.unknown

_1353239604.unknown

_1353239986.unknown

_1353479814.unknown

_1353579537.unknown

_1477645503.unknown

_1381477222.unknown

_1353479835.unknown

_1353483025.unknown

_1353402159.unknown

_1353405410.unknown

_1353261569.unknown

_1353239878.unknown

_1353239911.unknown

_1353239637.unknown

_1353148316.unknown

_1353148445.unknown

_1353148299.unknown

_1353147968.unknown

_1353147980.unknown

_1353148142.unknown

_1353148216.unknown

_1353147801.unknown

_1353147838.unknown

_1353145240.unknown

_1353146431.unknown

_1353145174.unknown

_1335013429.unknown

_1348672261.unknown

_1353142394.unknown

_1335013821.unknown

_1335013812.unknown

_1203694915.unknown

_1265202547.unknown

_1335012801.unknown

_1328023742.unknown

_1287502311.unknown

_1257697991.unknown

_1046109791.unknown

_1069245937.unknown

_1069250007.unknown

_1069252803.unknown

_1069252857.unknown

_1069252682.unknown

_1069252734.unknown

_1069249172.unknown

_1069249978.unknown

_1069249145.unknown

_1069163461.unknown

_1044625304.unknown

_1046109454.unknown

_1046109455.unknown

_1044625308.unknown

_1042731889.unknown

_1044625303.unknown

_1042733325.unknown

_1042733387.unknown

_1043837943.unknown

_1043740512.unknown

_1042733363.unknown

_1042732980.unknown

_1042733028.unknown

_1042731928.unknown

_1042392281.unknown

_1042731842.unknown

_1042731223.unknown

_1042731054.unknown

_1021919748.unknown

_1021919756.unknown

_1021919729.unknown

_1021811170.unknown

