6.5(3500) Die Partialbruchzerlegung

Auf der einen Seite garantiert der 2. Hauptsatz zu Jjeder stetigen Funktion
f die Existenz einer Stammfunktion F, andererseits gibt er keinen Hinweis
darauf, wie man bei F explizit berechnen kann. Tatsdchlich ist es so, dass
man z.B. fUr f(x)=exp(-x?) keine Stammfunktion durch die uns bekannten
Funktionen ausdriicken kann. In diesem Abschnitt wollen wir allerdings
zeigen, dass man beliebige rationale Funktionen in einfache Ausdriicke
zerlegen kann, fir die man dann einzelne Stammfunktionen findet. Hierzu
bendtigen wir einige Hilfsmittel:

S6.5.1 (3500) Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nicht konstante Polynom PEC[z] besitzt mindestens eine
Nullstelle in C.
//D1.3.2 (504)Ein angeordneter Kérper (K,+, ,<) heiBt vollstdndig //
//  (beziglich <): & V TcK, T#© und T nach oben beschridnkt 3 supTeK.//
//Bem: K=(K,+, -,<) ist vollstédndig: < Jede nach //
// unten beschrankte Menge TcK, T#® besitzt ein Infimum infT in K//
//D2.1.1 (1200)
// 2.)U€ (z,) :={z€C:|z-z,|<€} (e>0,z,z,EC) Kreisscheibe heiBt//
// e-Umgebung von z, in C.
lay | +]a,|[+.+]a

II‘ A\

//81.9.17777(1105) |z|=2p:=2 |x|>(2G /a,| )", G€eR, =

a, |

//IP(z)|= G //

//82.2.4 (1307)Bolzano WeierstralB (BW)//

// Jede beschridnkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge//
//S4.3.2(2403) Folgenstetigkeit//

// Genau dann ist f=D— K stetig in x,ED, wenn fiir jede Folge//
// (x,) in D mit x,—x, auch f(x,) —~ f(x,) gilt.//

n— oo

Bew:Seien P( 2: ayz¥, mit neN, a,eC, a,#0, ZIE? =|P(z)|=0

reellwertig, stetig
k =0 g 8

= 3 u=inf{f(z):2z€C} == 3 G >0: f(z)>u fir |z|>G =

D1.3.2 Bem S1.9.1"

u=inf{f(z):z€K}, K:={z€C:|z|<G} = 3T Folge (z,)€lUs; (0): llmf( n) =W

n— o

=~ 3 konvergente (Z )c : hni(z ) zo 2= f(zo)=u

S2.2.4 m— o S4.32

Annahme u>0 (u#0) = u=f(zo)=|P(zo)|>O also P(zy) #0 =

0(2) =P (z+z4) / £Z0) ( o) gesetzt = y(Q)=n: [Q(z)|>0(0)=

Sei Q(z 1+Z b,z¥>Q(0)=1, mit b,#0, m>1.

Setze by=pe'P und wihle Variable z=re (P =™/ o reR, =
Z2"0,= (re-i< D ) /m) mpei D — (rme—i( oD ) ) pei oD zrme—inpzrm (-1) p=-r"p<0 =
[Q(z) | <1-r"p+ 22 Ibklr-wl falls r genigend klein ist =

k=m+1

Widerspruch zu [Q(z)|=1 # = Annahme u>0 falsch = u=0#

n n

$ % -rip+ Y b=l 0 L (=p+ Y bl

k=m+1 k=m+1
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n-m n n-m

# p=max{|by| :m+1<k<n} = b ¥ r*"=pb Y r*> 3 b |r*"=) |b,|r*

k=m+1 k=1 k=m+1 k=1
# Zu beweisen I r: p>b ;S rkm> 22 |by| ™ = p> QS | by | r*™ fir kleine
k=m+1 k=m+1 k=m+1
n k- m n-m k
= . . . 1 _ 1 _
# r= kR kEN zu bewelsen 3 k: p/b=p >k§+l [E] _/(Z:; [k] S
1 n-m 1 fe+1 1 1 n-m 1 ko n-m 1 k+1 1 1 - nr+l1
R e S (HE
k % [k k k % k % k kK %
l n-m
# :_(1—[l] ) =
k k
1 S B S 50
E (1 - (E) ) E (T) kn— mo_ 1 kn— mo_ 1 1
l_ l k_ 1 kﬂ»tn(k_ 1) kn»m (k_ 1) k,].m s o PER
k k k-1

Andere Formulierung:

//82.2.4(1307) Bolzano WeierstraB (BW) (siehe auch S2.4.1)//

// Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge//
//S2.4.1(1502)Bolzano Weierstrass (BW)//

//Vor:Sei (a,)<c R beschrankt//

//Beh: (a,) hat mindestens einen HW a€R und eine gegen a konvergente//
// Teilfolge. (-k<a,<k V neN)//

P(z)= Y axz", neN, aeC, a,#0, £(z)=|P(z) >0, u=inf{f(z):2€C} =
k=0
n-1
f(z)ZIanlr“—Z |ay | r*=0 fir r=|z|—=w = I R>0:f(z)>uw fur [z|>R =
k=0

3d Folge (z,) in der Kreisscheibe um 0 mit Radius R: %}gffzn)=u

;;%]Folge besitzt konvergente Teilfolge, etwa mit Grenzwert 2z,

und wegen der Stetigkeit von f folgt hieraus f(z,)=u f;
Q(z)=(P(z+2z0) /P(2z0) = Y(Q)=n: [Q(z)|=0Q(0)=1

Sei Q(z)=1+2§ b,z*, b,#0, m>1. Setze b,=pe!* und wihle z=re "/ 31s0
k=m
z"o,=-r"p<0 = |Q(z)|§l—rﬁﬂ—‘27 |by | r*<1 falls r gentigend klein ist =
k=m+1

Widerspruch zu |Q(z) |=1.
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S6.5.2(3502)Zu jedem PeC[z] vom Grade n=>1 existieren verschiedene
Z1,...2.€C, vi, ... V.€N: vi+...+v,=n und ein a€C\{0}:

(*) P(z)=a,(z-2z1) V1 ... (z2-2,) V» V z€C

#Bem:Im Beweis wird S6.5.1 verwendet. Der verlangt komplexe Nullstellen,

# deshalb z,,...z,€C

//81.9.1 (1103)//

//Vor:Sei P einPolynom vom grad n=1.n€N,//

//Beh:1.)zy,EC Nullst von P(z), so d ein Polynom Q(z) mit grad(Q)=n-1//
//sodaB gilt P(z)=(z-z,)0(z) V zec//

//2.)P(z) hat max n Nullst in C, auBer wenn es das Nullpolynom ist.//
Bew:Induktion lber n

n=1: P(z)=ap+a,z, mit a,;#0 = P(z)=a,(z-z;) mit z,=-a,/a;.
n=>2: .g 20€C: P(z0)=0 == P(z)=(z-20)"0(z), VEN, y(Q)=n-v, Q(z,) #0.
S56.5.1 51.9.1
#IH n: P(z)=a(z-z1) Y1 ...(z2-2y) ¥
V zeC z,...2.€C, vy, ... V.€N: vi+...+v,=n und ein a€C\ {0}
fnntl: 3 2,€C:Pry = (2-24)0.(2) : P (zy) =0,
56.5.1 S51.9.1

Y(Qn)=n+1_1=n=Y(P)/ Qn(ZV) #0

# Fall zv&{Zi, ..-Zn}: Pru=(2-2v)0u(2z) ZTa(z-21) V1 ... (2-24) Vn (2-2y) " 31
TH Vv =1+
# Poi=a(z=2z1) V1 oo (2-24) Vo (2=2Zp41) Y»a ™ mit
# Z1y e e eZmp Zmity Vip e oo VarVm=1l, Vit...+V,+ (Vp=1)=n+1
# Fall zv€{Z,,...2.}:Gewdhlt zv=2, = P.=(z-2,)0,(z) =
I1H
# a(z—z) "™ .. (2=2Zn) Vo =Pos1 ,Z1, v Zmy Viygeoee Vo, Vitl+...+v,=n+1

Anwendung der Induktionshypothese liefert dann die Beh.
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S6.5.3(3503) Zu jedem reellen Polynom PER[x] vom Grade n>1 existieren
verschiedene x;,...x.E€R, verschiedene (a;, b)),...(ay,by)ER? eine reelle
Zahl a#0, sowie natiirliche Zahlen v;,...,vy, O ...0, derart, dass
folgendes gilt:

a)Es ist w+2v=n, wobei auch u=0 oder v=0 eintreten kann
b) x*-A.x+B.#0, x€R V t=1,..,v = A  <4B,
c)Es gilt die Darstellung
(***)P(x)=a (x-x1) Y1 *...% (x=%x,) Vv (XA x+B;) O *, . * (x*-A,x+B,) o V x€R

//(801)Eigenschaften der komplexen Zahlen//
//Fir z,,z,€C gilt 3.) z,z, =z, 'z, , z, *z,=2z, ¥z, //
Bew:Seli z.,t€{1,2,.. vV},

zg eine nicht reelle Nullstelle von P( 25 ax®, aeR
k=0

Z)=) a.nz*" 572a,(zf=P(z,)=O = z, ebenfalls Nullstelle von P,
— ap =a, T

Vielfachheit z,= Vielfachheit =z, .

¥ P(x) = (x-2z) (X2, )Quo =
S1.9.1
# Falls z. Nullstelle von Q,, = =z Nullstelle von Q..
# Falls =z, Nullstelle von Q,, = =z =z, Nullstelle von Q..
¥ = P(z) = (x-z:)?(x-z )?Qus usw
S1.9.1
= P(x)=0 fur {x;,...x.ER}, Vielfachheiten v,;,...,Vv, (auch u=0 méglich),
sowie flr konjungiert komplexen nichtreellen Paaren

{(z1,2,),.+., (2v,z.,)}, Vielfachheiten, 0,..., O,
(auch v=0 moglich).
= Beh. a)
# w+2v=n, wu=0 oder v=0 moglich

. — B
# z=o+ife = (x-2.) (x—z, ) =[(x-0) =1Bc] [ (x—0) +1Pc] = (x—0; +Bt2=x2—£j, x+ L
=2a =« /2 + /)’,2
# = P(xX)=a,(x-x;) V1 ... (x-x,) Vv (x*-A;x+B;) % .. (x*-Ax+By) o a,eR.
S56.5.2
ak=2Re Zyxy bk:|Zk|2 = (X_Zk) (X_Z—k):(XZ_AkX‘l'Bk) = Beh. b)
= Beh c).... da a offenbar der hdchste Koeffizient von P ist = a€R

S56.5.2
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Andere Formulierung:
Zu jedem reellen Polynom PER[x] vom Grade n>1 existieren

x.ER, verschiedene (a;,b:),...(ayv,by)ER? eine reelle

verschiedene xi,...
0O,,...0, derart, dass

Zahl a#0, sowie natirliche Zahlen v, ...,V

folgendes gilt:
a)Es ist w+2v=n, wobei auch u=0 oder v=0 eintreten kann

b) x%-ax+b#0, x€R V k=1,
c)Es gilt die Darstellung
(F**F)P(x)=a (x-x1) Y1 *. .. % (x=x,) Vv (XP—a;x+b;) 0 * . . * (x*-ayx+by) O V¥V x€R

//86.5.2(3501)Zu jedem PEC[z] vom Grade n>1 existieren verschiedene

// Zi,...2.6C, Vi,... Vo€N: vi+...+v,=n und ein a€C\{0}:
J/(*) P(z)=a,(z-z;) ™ ... (z-z,) ¥» V zeC
Bew: P ( Z axx*, a€R, z,eC: P(z,)=0 = P( Z axz, * Za, =P(z,)=0 =

P(zo)=O, P(zy) und P(z,) gleiche Vielfachhelt.
Die Nullstellenmenge von P besteht also aus (verschiedenen) reellen
Nullstellen x;,...x,ER (wobei evt u=0 sein kann) sowie (gleichfalls
verschiedenen) Paaren von konjungiert komplexen nichtreellen
Nullstellen (z:1, z ),.-., (2Zy, z,) (wobei auch v=0 sein kann). Sind
Vig+eeoeyVay O1,...0, die zugehdrigen Vielfachheiten = a)

Gesetzt a,=2Re z,, b=|zy| = (x-2zy) ()x-z, )=x’-a,x+b, = b)

S6.5.2 = ¢) mit a hdchster Koeffizient von P = a€R
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S6.5.4(3504)Partialbruchzerlegung im Komplexen
Vor: P,0eC[z] mit 0 <y(P)<y(Q),

(*)Q(z)=a(z-2z1) V1 ... (z2-2,) V= V z€C, vi+...+Vv,=n
. P(z) |
#Bem:Im Beweis nach Heuser sz mit wegen 6.5.2 komplexen z;
1z
# verwendet. Der Satz gilt deshalb im Komplexen.

Beh: 3 eindeutig bestimmte a;€C:
m Vi a.
R(z)=P(z)/Q(z)=) ) ————=
i 2 0k

a ay ay

y
(z-z)'—k(z-z)2 e 1 V|+
! 1 (z-z)

ap ay; al/z2
(z-2,) (z-2)" " (z-z,)"

a a a,

Lo 1 2m R W - V zeC\{z1, ..., 2Zn}
(z-z,) (z-z, (z-z,)"

Bew: (5 Z L)Q(Z)=
o s (2o-

3 Z,)
|
ay : v _ v [ -1 v
—— g an(z=2z1) V1 .. (2-2,) Vo F | anan(z=z1) M7 L. (2-2,) Vo
(z- z) |
|
a
2 , , - ’
———J—j;an(z—zl)‘l. . (z=2zn) Yo +.. : asan(z—2z1) 172 .. (2-2p) Yo +...
(Z_ Zl) |
|
a
123!
—lvlan(z_zl) Violoo(2-2g) Vot : a, a,(z=2z1) """ ... (2=2,) Vo t
(z- 7)) I
|
|
ap I
an(z-z,) ™ (2=2q) Vo + | anan(z-2z1) Vi (z2-2) V271 L. (2-2,) Vot
(z- z,) I
|
ay |
—— an(z-z;) ™ (2=2q) Vn + | azan(z-2z1) V1 (2-2;) V272 ... (2-2,) Vo +
(z- z,) |
|
a1/22 ’ ’ I ’ % ’
t— an(z=2z1) V1 ... (2-2) Ym +..... I a, ,an(z=2z1) Vi (z2=25) 272 ... (2-2g) Vot
(z-z,)" |
|
alm , I , , 1
1 an(z_zl) V1 (Z_Zm) Vm + | alman(z_zl) Vi (Z_ZZ) Va o« s . (Z_Zm) V=1 +
(Z_ Zm I
|
aZm , I ’ / 2
anp(z—-z.) ™M c(z=2zn) Vo ot Aoman (2=21) Y1 (2=2Z5) V2 ... (Z2-2Zp) Y -+
> |
(z-z,) |
|
1’/“/71 ’ I
( —an(z=z1) V... (z272g) Voo a, ,an(z=z1) Y1 (z=23) "2 ... (2=2,) Vo™ Vn
Nz
m

Obige Gleichung ® @ ® ist dquivalent zu der Polynomgleichung

p=Y Y auPy, Pu(z)=(z-2z0 % [ (z-20 Y=P(2)/a(z-2.)7.
k=1 j=1 o=l e =k
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Zu zeigen: V P(z) mit y(P(z))<n=y(Q)=Vi+...+v,gilt
P(z) ist eine Linearkombination der n Polynome Pix

#d.h. P=Z Z Ejkij=O = Ejkzo V Ejk
k=1 j=1
Dies zeigen wir durch Induktion tber n:
Far n=1 ist offenbar nichts zu zeigen.
Sei also n=2 und sei

Einsetzen von z, fir irgend ein r=1,...,m in T**) ergibt deshalb
m v -1

O=a,. = O=Z Z as Py (z) V z€C, wobei einige der
k=1 4=1

inneren Summen auch leer sein koénnen. Die idbrig gebliebenen

Polynome haben alle die Nullstellen z;,..z, und deshalb konnen wir die
Gleichung durch (z-z;)...(z-z,) dividieren. Die so entstandene
Gleichung ist wieder von der gleichen Natur wie (**), aber so, dass
die Induktionshypothese anwendbar ist. Aus dieser folgt, dass auch
die iUbrigen Koeffizienten a;=0 sein missen.
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#nach Heuser Analysis 1

#Vor: P,QeClz] mit 0 =<y (P)<y(Q),

# (*)Q(z)=a,(z-2,) V' ... (2=2,) V= VY z€C, vi+...+V,=n, z;#z,, J#k
#Ich habe nur Bew nach Heuser richtig verstanden, siehe weiter unten

#Beh: 3 eindeutig bestimmte a;€C:R(z)=P( Z: 2: ( )’:
=1 Z-zy
a
ay a1 i
# T+ 5 T +
(z-z) (z-2z) (Z_Zlyl
a a a2
4 21 -+ 22 >+ %2 = e +
(Z"Zz) (Z"Zz> (z—z,)"
a a a
# ml__ 4 2 5 e M V ze€C\{zy,...,2z.}, a;€C

(Z_Zm)l (Z_Zm) (z—szm
//86.5.2(3501)Zu jedem PeEC[z] vom Grade n>1 existieren //
// verschiedene z,,...z,€C, natiirliche Zahlen Vv,,...,V, mit //
// Vi+...+Vv,=n und ein a€C\ {0} derart, daB //
// (*) p(z)=a(z-z,) Y ... (z-2z,) V= V zeC//
#Bew: Induktion nach n=y(Q)

‘}/(‘_2:0
# n=1l: R(z) = fTZ)—=———£——— = a, = Beh fir n=1
OSY(P: =1 O(=) Cll-(Z- Zl) aH::f (z- Zl)
n
y=
. P (z)
# neN, n>1, Annahme: Beh bewiesen V O ( ):OSy(Pﬁ<y(Qﬁ<n (IH)
(z
# n: 0<y(P)<y(Q)<n, Q
Plz)
# Setze Q(z)=(z-2z1) V1 Q:(2), Q:i(z):1=a,(z-2,) 2 ... (2-2,) ¥n, C=
Lo
P(z) ¢ P(z)- cQ,(2) T T
# V ceC: (**** - ” , P4Z) -cQi (z,) =0
- ( b 0 Tz T (z-z,)" Ql(z)/ FA% s
# Fall P(z)-cQ;(z)=0 = P=cQ;(z)V z: -
P(z) ¢ _ Pz) = ~ ¢ — nmit = Beh
o) (-1 O(z) ) (z- 1)
# Fall P(z)-cQ.(z)#0 Polynom mit Nullstelle z, V z:
# P(Z)_CQI(Z)55§2(Z_ZI)QZ(Z)I Q:(z)#0, Y(Q:(z)+1<max{y(P(z),Q:(z))
. T S L) O B 0.c)
(2= DT (z2-2)"0(2) (- 1) (Z z)"'0(2)
# 1<y (Q;) +1<max{y(P,Q:) <y (Q)=n = 0<y(Q;)=n-1=y(z-z;) 171 Q)
#
0,(2) . _
# = Beh, da - nach Induktionsvoraussetzung (=Beh)
(z-z)" 0O(2)
# in Partialbrtiche ay/ (z-z5)*, vy>1:9=1,2,..,m; wobei fir festes
371__1: ajk/ (Z_Zj)k:1,2,...l// ,
j:l: alk/(z_zj)k=1'2'mv/_l ,
# vi<l:kein Term A/ (z-zj)*
# zerlegbar

//S86.5.4(3504)Partialbruchzerlegung im Komplexen
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//Vor: P,0eC[z] mit 0 <y (P)<y(Q),

// (*)O(z)=ay,(z=-21) V1 ... (2-24) ¥Yn V zeC, vi+...+v,=n
//Beh: 3 eindeutig bestimmte a;E€C:
m Vi a.
// R(z)=P(z)/Q(z)=) ) ———=
k=1 j=1 - z,)
// all azl a11|
G-2) G-z) -z
/) ap ay a, ,
(z-z,) (z-2z)°  (z-2z,)"
/)
a a al/ﬂl
// M L —— V zeC\{zy, ..., 2.}
(Z_ Z (Z_ Zm) (Z_ Zm) !
z + 2 a b az- a+bz
Bsp:1.)R = =— 4+ Y o z+2= -1)+b
sp )R(z) e - 3 = Z-’L,,dzﬁﬁ: z z a(z-1)+bz
Auch fir z=0=- ZJ:é a2
- -2)z- (-2)+3z =z + 2
z=17 1+2——2( 1)+b*1 & b=3.... =
z(z-1) ziz - 1)
+ 2
2.) 2F<2 2,0, € | ,eC\{0,1}
2’z -1 =z =z z-1
z+2=az (z-1)+b (z-1) +cz?
z=0:2=-b, b=-2
z=1:3=cC
z+2-cz?-b(z-1)=2+2-32%+2 (z-1)=-32z°+3z=-3z (z-1)=az (z-1) = a=-3
—3+—2+ 3 _-32(2-l)-2(2-1)+3zz_—3zz+3z—2z+2+322_ z+2
z z2  z-1 z¥(z- 1) z(z- 1) z3(z- 1)

6.5.5(3507) Partialbruchzerlegung reeller rationaler Funktionen

#Vor.: P,Q€R[x] ohne gemeinsame Nullstellen, 0 =<y (P)<y(Q).
k /

4 ox)=]] (x-&) 7 [] (x*-2ci;x+b;) %/ (siehe auch S6.5.3 (***))
j= j=

#Beh.: 3 eindeutig bestimmte Zahlen on;, PBvi, FYyvy mit

P(x a, [ S L, x+3
Px) Z Z — +Z Z 5 = ~—— V x€D, mit D=R\{x, ..
O(x) j=l g/) == (x” - 2CIX+b/<) /
i ’,1 aﬂ IS p o x+3
:Z f:./ - +Z‘ ; / J ”
= va (e g)) = vn (- 2c,x+h))
_ 4 4, ap
- 2 =
x- & (x- &) x- &

(In anderen Unterlagen gehen die Summen bis ry; bzw sj)

#Bew (von Redheffer):
Hilfaussage L6.5.1
Seien P,Q,R Polynome Y (R)<y(P)<y(Q) = I eindeutig bestimmte
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Polynome A und B, y(RA)<y(Q), Yy(B)<y(P), AP+BQO=R.
Y(AP+BQ)}%(\P)+y(Q)

4
4 P+ M B 0

Bew:Ubersicht der y(.) &5 = =R
VA< QY Y(B)<)(P)
— _

YAP)<y(P)+)(Q)  y(BO)<y(P)+)(Q)

Koeffizienten von P,Q,R seien p;,q;, r;

(ps5=0 fur J>y(P), gy=0 fir 3>y (Q), r;=0 fir j>y(R))
Koeffizienten der gesuchten A,B aj, b;

(a;=0 fuar j=y(Q), bs;=0 fir j=y(P))
Schema: beachte , y(A)<y(Q), Yy (B)<y(P)

(agtarxtarx®+. . +tayg-1x" @7 +0y ) xY @ . +0y )1y @ xY TP *
(Po+Pix+P2x’+. . +Py(5) XY T 40y (5) 1 XY T L L 40y 5y 4y (0 XV TV

aop0+aop1X+aop2X2+ ...... . +aokak+ ...... .
a1p0X+a1p1X2+ ......... +a1pk_1xk+ ...... .
a,pox’+arpix’tarp,xt+ +a,Proox ...

-I-akpk_kxk-l- ...... .

(Q) -1+y (P)
................... . corneennnn « T8y (0) 1Py () XY ¥
Vergl mit 1o r, r, i

analog q;,b; Koeffizientenvergleich mit rotrix+r,x* =
AP+BQ=R &adquivalent zu Y (P)+y(Q) linearen Gleichungen mit
Y (P)+y (Q) Unbekannten a; (0=<j<y(Q)) und b; (0=<j<y(P)):

k k
Y psas+y qesbi=r. fir k=0,1,2,..,y(P)+y(Q)-1

j=0 j=0

Nach Anlage Ausschnitt lineare Algebra linalg:

Ein lineares Gleichungssystem A*X=b ist eindeutig losbar <
A*XIO hat nur die triviale Ldsung X=O =

k k
25 p&ﬁaj+25 qr-sby=r, fir k=0,1,2,..,y(P)+y(Q)-1 ist eindeutig lo&sbar wenn

j=0 j=0
k k
Y cast) dgb;)x*=0 VY k=0,1,2,..p+g-1, d.h. R=0...
j=0 7 =0

AP+BQO=0 nur wenn A=B=0-2..

Sei A,B Lésung: Ist Q(z;)=0 == P(z;)#0 = A(z,)=0 V 0-Stellen Q

Vor

=

) — Widerspruch = A=0 = B=0 mit gleicher Logik
Zahl Nullstellen A=</(0)- 1

Hilfaussage L6.5.2

Vor.: P, Qi,..,Q, Polynome, je 2 ohne gemeinsame Nullstellen,

0=01*%0Q,..*Qn und Yy (P) <y (Q) .
Beh: 3 eindeutig bestimmte Polynome Pi,..,P,, Y (P;)<y(Q;) und

r_% P
2

o = o,
Bew:Induktion nach m
P B
m=1: (Qle) e T = = P1=P
o QO

m-1—m: Wende Hilfsaussage 1 an auf AQ.+tB (Q1..Qun-1)=P.
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Vor fir Hilfsaussage 1: Q;..Q..1 haben keine

gemeinsame Nullstelle (nach Vor schon gegeben)
=Y

+)’ (Qm) :Y (Ql---Qm—l) +Y (Qm) H”,[\:u‘::_”g()l

m=1

Y (P) <y (Q1...0n-1) :[ZJ/(Q,)
J=
und B mit y(B)<y(Q.) .,

A mit Yy (A)<Y(01..0n1) P,:=B =

AQm-I_Pm (leQm—l) :PI Y (Pm) <y (Qm) Hg

2l A P m=-1 Pj Pm m P/_
= 4+ 2 = Q o+ Q =
Q QI ""Qm-l Qm j =l »_,L $ j=l Qj

@ (5]
wobei ® nach Induktionsvor und ® nach Hilfsaussage 1

eindeutig ist.
(Hy) % *(Ly) 51 .. (Ly) % mit Hy(x)=(x-§;) und L;=x’-2c;x+b; =

(L5) % e

——
Hilfsaussage 2
L3 P
= (xt- 2cjx-+b/)”
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P (X) "

() Py(x), ¥(Py)<rg: » Z
\ (x- & V=l ,
Bew: Induktioﬁ\nach {Q
(X)\ /l a'()
IA r.=1: TZ =, y(P;;)=0<r;=1
’ X = ’—;j 1\1 (X' g )\ X = f—j ’ ’
P, (x) \ & C}/_\V -
IH r, — = —% (£7, )<z,
j (x- &))" N2 G gﬁT\: it ’
//S1.9.1777(1104) Divisionssatz// AN

//Vor: Polynome S(z) EO0 P(z)\ beliebig. //\
//Beh: d eindeutig bestimmte Bolynome O(z) und R(z) :P=0*S+R, Y (R)<y(S).//

# B R s+ B N .
em: 5\ \Q \\\ \\ N
NN \\\\ \ AN
~No > - \
\\\\\\\\ ~ - \\ \\
DI = \
rj+1. y}\ (\r/\-”\la]%i‘l \\\\ \ \\
N SN o~ \ AN
/(//+l)(x) = _ 40 i
= SR () : D eR AN
(x- 5/) S1.9.1 X\« _5/ N
\ N
N
P, (x) \
S+l J( — ji( —
Y ( )=y ( ") -1 = y(Py <y ) Sl<eyl-1=r

P(/ +1)(x) P/r, (x)

J

(x- &) (x- &) (x-&)

/(r +1)
rl T

1/+]

i, a,, . joeh Z a,
=R 1) A= 0)
N. S b“’x+9'l’
(0 @)V pi(x), Y(pi)<2s;: — Pi(x) - Dt
(x '2ij+bj)'/ ~ (x”-2¢,x+b,)
Bew: Induktion nach s;
Pji(x) _1 b, x+3,, B b,x+8&,

IA s5=1: y(Pj) 1<2s4=2

v=l

¥2 - 2cjx+b‘/. _Z: (x2 - 2c",.x+bj)" Cx?- 2c_/.x+bj !

P/l‘./ (x) s bjl,x + 9‘/-1,

(x* - 2cl/.x+bj)“’f ~ (x"-2c,x+b))

IH ST

Y ( p3)<Zs;

//81.9.1777(1104)Divisionssatz//
//Vor: Polynome S(z) 0 ,P(z) beliebig.//
//Beh: 3 eindeutig bestimmte Polynome Q(z) und R(z):P=0*S+R, Y (R)<y(S).//

# Bem: =S+ R
. Q\ \Q \\\\\

~
~

é +‘1\ y(\pfs m 2 (S7Hy = =285 +2.

\\ \ ~ \\\\ \\\
~
N Pisen(x) S i *+ 250w b 2 R
N e PRE) TS R jis,+n €N
x“-2¢;x+b, 7 X C;XTOo;
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P‘/'(.\‘/H)(X) ) ~ * -

Y(xz— " Y(,P_j(s/.n)) 2 = y(ps) —Y(,P_,-(x/.n)) 2<2s,+2-2=2s;
J° J
—
——
1H
P s+ (x) 3 P, (x) N b, X 8,4
. - 5 s+] -
(x" - 2c,x+b )" (- 2c,x+b,)" (x* = 2¢;x+b,)"
Z' DX * b/(‘ X+ 35 gl b, x+3,,
~ (x* - 2c x-kb pl (x - 2¢,x+b, )‘” ~ (x* - 2c,x+b,)"
;?: Beh
Andere Formulierung: Vi O
Vor:P,Q€R,, 0<y(P)<y(Q), ////747 //”
(FF*)Q(x)=a (x-xy) "t *o L (x-xy) Tn (el //BA/) IF1 LR (X ﬁvx/JrBV) vV xeR
— P 2
////////P/X/Y// s k ////ﬁ ik | = i
Beh: 3 eindeutige aj, oy, PrERR(X /:7‘—)1=Z /,’( / )y +Z
- e Q/X k=1, 521 (X7 Xy k=1 j=1
/// // // 7/ ez
a]kX+BJk /// // // // // ////
- - - e
(x*—a, x+b )~ - - 7 it
e Y /7 ,
V x€D, mit D= R\{X1,---,Xub/ ,///,’

Bew:Weitgehend anlog-Zzu S6. 5 B péchtung Aquivalente Gleichung
9/

Ve

pP= Z Z al{/P/k+Z Z ijA‘ﬁg/f ij/ mit Py= O(x )/(X_Xk)j/ ij—Q( x) / (x*=
j=

ax+by)? /// /f’ ,’/
(beachte dass digs akfefPolynome in x sind)
Beh aqulvalent/zup’llgearen Unabhédngigkeit der Polynome

ﬁ,Qﬂ, Qﬂ xY umd/xQ% . Also Betrachtung
0= Z Z ajy /Z' Z (05 x+B4x) Ok (x) Y x€R
k=L = 7

Aus demfNullstellensatz fiir Polynome folgt, dass dieselbe Gleichung
aber aﬁch V zeCgelten muss. Einsetzen der reellen Nullstellen

X1, ...%ER ergibt a, =0 V k. Setzt man ein Paar von konjungiert
komplexen Nullstellen ein, so erhdlt man 2 Gleichungen, aus denen

a, =P, ;=0 folgt. Danach kann man auf die verbleibende Summe wieder die
Induktionshypothese anwenden.

Bem: Zur praktischen Durchfihrung der Partialbruchzerlegung:

In jedem Fall ist der Ubergang zur dquivalenten Polynomgleichung

angebracht. Danach hat man in jedem Fall ein lineares

Gleichungssystem in n=Yy(Q) Unbekannten zu lo&sen. Hierfiir bieten sich

folgende Moglichkeiten an:

1.)Sammeln aller Terme mit gleichen Potenzen der Variablen, also
durch Koeffizientenvergleich, erhdalt man ein lineares
Gleichungssystem, welches in jedem Fall eindeutig geldst werden
kann.

2.)Durch Einsetzen geeigneter Werte, vor allem der Nullstellen des
Nennerpolynoms, erhdlt man Gleichungen, welche in der Regel sehr
einfach nach einer Unbekannten auflosbar sind. In jedem Fall folgt
aus dem Nullstellensatz flir Polynome, dass sich durch Einsetzen
von n verschiedenen Werten ein Gleichungssystem ergibt, das
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eindeutig losbar ist.

3.)Hat man einige Unbekannte berechnet, kann man oft durch
Differenzieren der Polynomgleichung eine neue, einfachere
Gleichung erhalten, aus der man weitere Unbekannte bestimmen kann,
usw.
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Nulistellen O 1: Vielfachheir 1
——

1 a b

Bsp.:(.) R(x)=1/(x*-x) Sig R(x)=x2_x=x_0+x_1 vV xeR\{0,1} =
l=a(x-1)+bx V x€R == a=-1, b=l
(L OR(x)=1/(x*+x)*=1/[x (x*+1)]* ==
1 _a b cx+d ex+ f

Ty T T Tty Ty TR0

l=ax (x?+1)%+b (x°+1) %+ (cx+d) x? (x°+1) + (ex+£f) x* V xR el
b=1, 1l=-(ei+f)=-(-ei+f) = e=0,f=-1 =

==

-x?2 (x%+1)=ax (x°+1) %+ (cx+d) x? (x*+1) V xeR =

:,\‘(,\‘2 +1)

-x=a (x*+1)+ (cx+d)x V xeR Xﬁ?;jj a=0, -l=ic+d=-ic+d = d=-1,c=0
5 * *
xX’+1 _ P(x) P (x) P(x)
(..) R(x):= = , Y(P*)>Y(Q), 4 P und Q, y(P)<y(Q*): =P (x) +
x'+x Q(X) Q(X) Q(X)
—x’+1 —x’+1 —x’+1 P(x)
(x°+1) & (x*+x?) =x+ X = = = ;Y (P)<y(Q)
x'+x’ Xext X2(X%+1) Q(x) Y Y
- (x°+x3%)
-x*+1
(***)Q(x)=a (x-x1) V1 ¥. . %X (X=%,) Ve (XP-A;x+B;) O XL X (XP-Ax+B,) ©
=1* (x-0)?(x*-0*x+1)'=> a=1, v.=2, u=1, o,=1, v=1, A,=0, B.=1,
_Px) _ \ S Y aij+ﬁjk
R (x _Gx L ¥ _
- O(x) AZ: ,Z_: (x-x) ‘3 ,Z_; (x*-A X"'B)
1 2 1
Y Y e Ly z SIS
k=1 j=1 (x-x)" k=1 j=1 —A X+B)
ap a; a X+B11 ap a; a,x+f

_(x—xl)l (x—x1)2 (XZ—A1X+B1>1 (x—xl)1 (x—x1)2 x*—0xx+1
9u 9 a x+B

X X x’+1

=x7 (x?+1) (ﬁ +%+L+ﬁﬂ ) =

) X X x*+1

x (x?+1) a+ (x°+1) an+x? (01 x+p11) =

x7(an+a) +x° (a1 +Pi1) +xantaz = anton=-1, ax+p::=0, a;;=0, a,=1 =
a»=1, a;=0, Bn.=-1, oan=-1 =

a a, o, x+ _
R(x)= =P(X)+£(X)_+i+l+”—3”:x++i+ 1

-x*+1=x?(x%+1)

(X> X ' x’+1 x2 xX*+1

Als Anwendung der Partialbruchzerlegung wollen wir nun das Problem angehen,
zUu einer beliebigen rationalen Funktion(mit reellen Koeffizienten) eine
Stammfunktion zu finden:
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A6.5.1 Gegeben sei eine rationale Funktion re€R(x). Finde eine
Stammfunktion.

//81.9.1777(1104)Divisionssatz//
//Vor: Polynome S(z) E0 ,P(z) beliebig.//
//Beh: d eindeutig bestimmte Polynome Q(z) und R(z):P=0*S+R, Y(R)<y(S).//

S1.o.1"
Los:Sei R=P/Q _E;d 3 Polynome P;,P,€ER[x]: R=P/Q=P;+P,/Q und Yy (P,) <y (Q) .
HPY=)XO)
Da man zu P; sofort eine Stammfunktion angeben kann, soll im Weiteren
angenommen werden, dass Y(P)<y(Q) ist. Dann kann man nach dem Satz
Uber die Partialbruchzerlegung im Reellen die Funktion R in eine
Summe von einfachen Termen zerlegen. Es bleibt also zu zeigen, dass
man zu jedem einzelnen Term eine Stammfunktion angeben kann. Dies
wollen wir jetzt tun, wobei in jedem Fall durch Differenzieren
nachgeprtft werden kann, dass die angegebene Funktion F tatsdchlich
die Stammfunktion zu f ist:
1.)f(x)=(x-x%x0) ' hat die Stammfunktion F(x)=log|x-X,]|
2.)f(x)=(x-%¢) 7 hat die Stammfunktion F(x)=(1-7) ' (x-%0)'? V jeN:5=>2.
3.) f(x)=(ax+p) / (x*—ax+b), a’<4b damit der Nenner keine reelle
Nullstelle mehr hat.

1
//85.5.2(3004)Es gilt c)arctan x)’=l - VxeR.
+ x

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//
//2.)Kettenregel//

// Vor:Sei f:A—-B differenzierbar in.zOEEQ,f(zo)Efé, und sei g:B—C //

// differenzierbar in f(zy) .//
// Beh:g0 f:A—»C ist differenzierbar in z, und //
// (go £) ' (zo) =g’ (£(z0)) £ (z0) //
// (Kettenregel) (gof)’=(g’of)f’".//
Wir zerlegen f=g+h
a 2x-a praal?

f(x)=2x-ax+b* x*-ax+b -
2(x) h(x)
S5.1.6: G(x)=(o/2)log|x*-ax+b| ist Stammfunktion zu g
S$5.5.2 ©),S5.1.6: H(x)=—2 2% otan—22"% iot Stammfunkti h
.5.2 ¢ .1.6: X)=—F———arctan———— 1is ammfunktion zu h.
’ Nab - &’ Nap - &°
1

4 HY (x) 2 + aa 5 2 ( 2x a o
X)="F—7—7—— X-a - =
4 - &’ 1+ Vab-a® Nab- o’
Nab- a’
1
2p + aa 2 2B +aa)
# == 4b-a’ +4x" - dax+a’ T——== =h (x)
Vb - & . 4bx 5 e Vab- a®  4x* - dax +4b
-da
1
) = e ey
F(x) = 1 ( 2x+a +2 (2n-3) dx )
B - )@b- a?) (x +ax+b)"! 3 | rmen)
# Weiter rekursiv bis 3.) angewendet werden kann
1 2(x +ax+b)"' - Qx+a)n- D(x* +ax+b)"*(2x + a)
# F/ (x)= 5 z 22 *
(n-D)@b- a) (x"+ax+b)™"
1
# 2 (2n-3) — )=

(x* +ax +b)
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1 (x> +ax+b)" 7 (2(x> +ax+b)- 2x+a)’(n- 1))_|_

# (n-1)(4b- a’) (x> +ax+b)™?
1
2(2n- 5 — )=
# 2n=3) Frarpy )
4 1 (2x> +2ax +2b- (4x”> +dax+a’)(n- 1)) N
(n- D(4b- a’) (x> +ax +b)"
1
2 (2n- 3 — )=
# 2n=3) e ny )
4 1 (2x° +2ax +2b- 4nx” - danx - na” +4x* +dax+a’) N
(n- D)(4b- a’) (x* +ax +b)"
1
2(2n- 3 — )=
# 2n=3) raroy )
4 1 (6x? - 4nx* + 6ax - 4anx +2b- na’ +a’) N
(n- D(4b- a’) (x* +ax+b)"
1
# 22n=3) o by )
4 1 (6x? - 4nx? +6ax - danx +2b- na’ +a?)
(n- D(4b- a’) (x* +ax+b)"
4 (4n-6) S TEE0
(x* +ax+b)"
4 1 6x” - 4nx” +6ax - danx +2b- na® +a” +4nx” +4anx + 4nb - 6x° - 6ax- 6b _
(n- D(4b- a’) (x* +ax+h)"
4 1 -4b- na’ +a’ +4nb | _ 1 n(4b—a2)—(4b—a2)):
(n- D(4b- a?) (x> +ax +b)" (n- D(4b- a?) (x? +ax +b)"
1 _ _ 2
4 (n- DH(4b- a )=f(x)

(n- D@b-a’) (x> +ax+b)"
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a+ fx
/ —~, a’<4b, neN, n>2.

5.) f(x)=m

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//
//1.)Vor:Seien f,g: M-C differenzierbar in xﬁzﬁa.//

//Beh: d)Ist g(zo)#0 (und damit #0 in Us(zo)CM... = //
// 3 g(z)#0 auf Us(zo)NI), g differenzierbar, d.h. stetig, so ist f/g
// differenzierbar in z, und //
// (E£/g) " (20) = —2)9%0) ffzo)g 2] (Quotientenregel) //
(a(z,) )
a 2x-a praal?2
Loés: £(x)= 2 (x*+ax+b)" +(x* +ax+b)’
fi(x) f>(x)
-a 1 ) )
EH(X)ZZO%—D(x2+ax+bY“‘ ist Stammfunktion zu f;:
’ __ -« 2 iy & 2 -n _
# Fy (X)—Ei;jfTS((x +ax+b) ) -fgayqu(—n+l)(x +ax+b) ™) (2x+a)=£f; (x)
# F}(x)=(B—£ﬁz) f ———-dx ist Stammfunktion zu f,.
2 (x~ +ax+0b)
# Weiter rekursiv nach 4.) bis 3.) angewendet werden kann
Es reicht daher aus, eine Stammfunktion g,(x)=(x’-ax+b)™ zu finden?
. ) . 2(2n-3) d 2x- a
Es gilt:: (4b-a )(n—l)g'n(x)—(xz_ax_Fb)”_1 Z§(x2-ax+byr"????‘

(Aus Vorlesung, verstehe ich leider nicht, hat jemand Hilfe

fir mich?)

Der 2. Term hat natirlich eine Stammfunktion, wahrend der 1. Term,
bis auf eine Konstante, gleich g,; ist. Daher kann man aus dieser
Formel rekursiv eine Stammfunktion zu g, berechnen

Es sei noch erwahnt, dass man die oben angegebenen Stammfunktionen
sowie viele weitere in zahlreichen Formelsammlungen nachschlagen kann.

A6.5.2 Fihre eine Partialbruchzerlegung im Reellen fiir folgende
rationale Funktionen durch und finde die Stammfunktionen:

1 x2 x°
X - D +D x- D+ k- D+

A6.5.3
¥t o+ 2%
a) r(X)=x-2°06x+1)? @+2 =
keine reellen Nst
A B C D E ax + b
+

+ + + +
X-2 (x-2)2 (x-2)° 3x+1 Bx+2?2 x*+2
x14+2x3=A(x-2) 2 (3x+1) 2 (x2+2)+B(x-2) (3x+1) 2 (x2+2) +

C(3x+1) 2 (x2+2)+D(x-2) 3 (3x+1) (x2+2)+E (x-2) 3 (x2+2) +
(ax+b) (x-2) 3 (3x+1) ?
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x° +4x3

P)r(x)=(x*- 12 (x2>- 6x+10) =

[(x=-1)x+1)]? (x-3)>+1 keinereellen Nst

A B n C N D N ax + b cx +d ax + b
x+1 Xx+1)2? x-1 (x-1)?2 x-6x+10 x*-o6x+102 (x2-6x + 10)°
to3x 4 1
X X -
A6.5.4 f —dx
x3 -1

2
Los: x3*-1=

(x3*-1):

(x-1) (x2%2+x+1) =
(x-1)=x2+x+1 hat keine reellen Nullstellen =

32+ x -1 A ax + b
= +

x3 -1

x-1 X¥+x+1

3x?+x-1=Ax°’+Ax+A+ax?’+bx—-ax-b =
3 =A+a
1 =A+Db-a = A=1, a=2, b=2 =

-1 =A -

b

2% + 2 1 2x + 1

4 4 4

1 1
[ + )dx= [ ( + ydx+ [ —————dx=
s x-1 x®+x+1 s x-1 x+x+1 s x>+ x+1

4 1
1 1 _ 1 3
+x+1l X+1/224+1 x+1/22+3/4 (ﬁ<x+l/2))2+1’
2 2 NE) 5
u=—=x+1/2, du=—=dx, dx=Y"du, x=2 = u=—7—=, x=4 = u=
NE] ! N > ’ J3'

49/ﬁ' 1 J_

_ _Bdu )

9
log(x—l)|§j+log(x2+x+1)|ij+4‘/E arctan u|% =
NG

3 5,\/_;uz+l 2

3% 2 NG

W

2 5 2 S
log 3-log l+log 21-log7+—arctan—-——arctan—
J J J ERNE NERENE] 73
5
2x3 - 4x? - 18x - 54
b) f X i X - 5 dx
: x - 81
2 _ 9 keine reellenNullst
Los:xi-81= (7 9 e
% (x-3)(x+3) (x2-+9)
5
J- ( A n B +ax + Db ) dx=
XxX-3 x+3 x2+9

4

(2x3-4x2-18x-54=
Ax3+3Ax2+9AX+27A+Bx3+3Bx2+9Bx-27B+ax*+9%9ax+bx?-9Db,
A=-1, B=+1, a=2, b=0)

5

[ Ll 12 yax=—log(x-3)|% +1og (x+3) |% +1og (x2+9)|° =
: x-3 x+3 x*+9

8 % 34
log 2+log 1+log 8-log 7+log 34-log 25=log(5—f7—gg)=

x 7k

log 136/175
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0

Los:

Ty x4l

1
c)fX

1

1
dx—f (x+ -
x4+ 1 5 '+ 1

) dx

4
x +1 =(x2+ax+b) (x2+cx+d) =x*+tcx*+dx*+ax’+acx’tadx+bx?*+bcx+bd

keien reellen Nullst

#a+c=0, ac+b+d=0, ad+bc=0, bd=1l = c=-a, =%, —a2+b+%=0, ag—ab=0 =

#a(i
b

#b=
#a=

x‘taxtextacx?+bx?’+dx’+tadx+bex+bd
1

-b)=0 = b=1 oder a=0 =

1: d= ac+2=0,ac=-2, -a’=-2, a=./2, c=—./2
c

O:

1 1
a+c=0, c=-a, b+l/b-a?*=0, b+d+ac=0, ag—bazO = a:a+(g—b)=0,

ad+bc=0, bd=1 = b?+1=0 < b=£, b?=1, b=1, a’=2, a=./2,

1

b

ax + b cx + d

o+l WA+l x- 2k +1]

} xdx+
0

1

|

0

1

|

0

b+d=1 = b=1/2=d, (ax+bx)=0 = a=f/4 c=—@/4 ( 2x = 2 _xy2

a2 222 a4
_-"7
1 -1 -
f 2% ¥ 2:/5 ass f 2x 2J_ Qe
4J§70/4J4-Ji<+1 4J§ S -/2%+iL
/// //
g Ve
2\ﬁi ///
x2++/2x+1 dx, (denn l/((\E(x+£))2+1)=l 2(x2+@x+l)+1):
R L2 2 2 2
2((~/Eu+ﬁ-’2))2+1> JRe

.7 % (2x242 2 x+1+1) =x*+ /5 x+1)

Ve
7

///Substitution u=./2 (x+./2/2), du=./2dx,
P x=0 =2 u=1l, x=1 = u=l+.>2
2727
x2- A[2x +1 dx, (denn
;uﬁ(x-ﬁ:z»ql)

1 SN2y L
S (V2 (x=22)) 1) =

— (2x%-2 /2 x+1+1)=x*- /2 x+1)

Substitution u=./2 (x-./2/2), du=.2dx,
x=0 = u=-1, x=1 = u=./>2-1

1 1+42
5 x2+V53+1 uz + 1
2% - A2 V2
2arctan u| "V -—— — == " dx+ dx=
4J§ ! xg-JZ<+], 4J§ ! xg-JZ<+l
1 1
—x?2|i+—= (log(x?2+./2+1) |, ) -log(x?- . /ox+1) |, )+
= | a5 (Leg(xi+yz | g(x2-2 |

1
—— (2arctan u)

a~/2

1+A/2 +A/2

1
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2 (xz—@x-l-%)-l—l):

1
=0, b+d=0, b=-d, bd=-b?=-d’=1 = b=i, d=i, bd=-1 Widerspruch

)



Los:tan o/2=t = tan x=sin x/cos x=tan(§+

2t
1-t

sin x=.,1 +

cos?x, COS X=41 - sin?xy

X X
tan — + tan
_ 2 2 _
)= =
X

X
1+ tan , tan

N | X

, auf (0,m/2), sin x>0, cos x>0

sin x _ 2t
\/1- sin?x 1 - t2’

in? 4t2 . .
Sihx o , Sin?x(1-2x2+t?)=4t2%2-sin?x(4+t),
1- sin®x 1 - 2t% + t2
. , 4t? . 2t
sin?x+1+2t2+t*=4t2?, sin?x=——,0 <sin x= ,
1+2t2+ ¢ 1+ t2

4t 2 T+2t2 4+t -4z 1 - 2
COS X=41 - sinzx=,|]1 - = =
1+t? (1 +t2)? 1+ t2
<

t
t=tan—— < “=arctan t, x=2arctan t, dx=2 dt, x=0 = t=
2 2 1+ t2
x=n/2 = t=1...
s : 2t 1- t? 1
f r (sin xcos x)dx=J' r 2 dt
; ol 1+ 1+
A6.5.6 ???°?
-1 =
Los:f (x)=arccos x, f’ (x)= ——==-1(1-x2)"1/2 o
1 - x2 Bin Re ihe

-3 G

n =0

)(-x2)", (;1 72)(-x2)" integrierbar.

—tz)“dt=(;1 72 ) (-t)n ;inu, arccos x=f f(x)dx+
2n + 1 5

2)(—1)11;%“*l V o|x|<1
2n + 1
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0,

1

-

arccos 0
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