4 (2200) Funktionsgrenzwerte und stetige Funktionen

4.1(2200) Topologische Begriffe

D4.1.1(2200) K Kérper, zum Bsp R oder C, McK, M#0Q.
Fir z€K und >0 sei
Us (2o) :={z€K|| z-20|<8}=(2,-8, 2p+0) =0-Umgebung von z, in K.

{35(20):=U5(zo)\{zﬁ={zeﬂ(|O<|z—zo|<6},

1.) ® z,EM heiRt innerer Punkt von M:e 3 6>0 mit Us(z,) M.

L §I sei die Menge aller inneren Punkte von M
L £Z==offener Kern von M.

000 )M heiBt offen: & M=D04.

~
~
~
~
~

Andere Formulierung: \\~\\\
Eine Teilmenge MC K heiBt offen, wenn es zu jedem EEO eine
e-Umgebung U:(E) gibt mit U.(§) SM.
offene Intervalle, Endpunkte gehdren nicht dazu, da a&bgM =
UJa&b)%M.

Innerg/Punkte da: 3 >0 mit Us(z,) M.
\

Isolierter Pkt
iehg_?.)

—_—

Va —
Kein innerer Pkt
da V 6>0 ist UaU%);%L

2.)Ist XSK, so heiBRt ein 0SX X-offen,
(bzw relativ offen bzgl X),
wenn es zu Jjedem £€0 ein U.(§) gibt, sodass U:(§) NXSO
gilt. # irgend ein &>0

Achtung: In 2.4 Wird der Begriff Haufungswert behandelt.
Dieser gehort zu Folgen (siehe (2002)).
Der Haufungspunkt (HP) gehdort zu_MgQgEn

3.)z,€K heiBt Hiufungspunkt (HP)von MTS Y >0 igftﬁﬁTE}e(zow¢®.
Andere Formulierungen:
Ein Punkt z, heiRt Haufungspunkt (HP) einer Menge DcK, falls

in jeder &-Umgebung U:(z,) unendlich viele Punkte von D liegen.
Bem:Aquivalent dazu:

(o]

1.)Mit U£(zo):=U£(zo)\{zo} (sog punktierte Umgebung von 2zg)
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gilt (je(zo) ND#£@ YV £>0
2.)3 (z,) mit z.€ D\{z,}, sodass gilt: z, " z, (siehe auch S 4.1.1 4.)

HP da: &>0, Mﬂ[oje(zo);é@..

/ﬂf/

- e
e
// - —
///////HP von M =4y und
- - HP von M € ~_ , egal ob
- - ~— €M oder
e PkteEM, aber kein HP - &M
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4.)M’ sei die Menge aller HP von M und
™M :=MUM’ die abgeschlossene Hiille von M.
M heiBt abgeschlossen: & M=pM © M'CM. # M=pM =MUM’ < M’'CM

~o PkteM
\
HP\\von da: €>0, MN 65(20)7’5@
//, \ ////
Ve ' \ /////

7 |
s \ - ~ .
abg#sch\l)//// - (HP von M)sind € . und

-~

, -~

P (HP von M) sind € _~_, egal ob
-7 \\ ~—-EM oder
\ A &M

\gehért nicht zu M’, da &>0, MN 65(Z°)=®

MI

HP von M E. und

HP von M € ~_ , egal ob
A€M oder
A EM

— — ’
Mabgeschlossen_Mabgeschlassen _Mabgeschlosse UMabgeschlossen

Andere Formulierung
4* )M abgeschlossen <& Der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus M liegt
wieder in M

(VY (x,) = x.€M, LiMx —x: xem)

<~
—
S4.1.1 4) sicheSeite 2208

=17

4.)

* )
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5.)M heiBt kompakt < M ist abgeschlossen und beschrankt
Andere Formulierung:
5*.) M kompakt <
Jede Folge aus M besitzt eine konvergente Teilfolge, deren
Grenzwert wieder zu M gehdrt
Wozu Betrachtung von Teilfolgen?
(Zn):;1' z,€EM kdénnen sich beliebigen Werten von M
(vieleicht sogar allen) beliebig nahe ndhern, aber 3 eine
konvergente Teilfolge (d.h. die sich nur einem Wert von M anndhert)
deren Grenzwert wieder zu M gehdrt...... Richtig
.)z0€K heiRt Randpunkt von M:e V £>0 ist MNU:(z,) #@
und K\M) NU (z,) #@.

7.)Z,EM heiBt isolierter Punkt von M:e 3 >0 mit MN

Oy = = 3=

{}6(Zo)=®-
Andere Formulierung:
zoED heiRt isolierter Punkt von M, falls es ein p>0 gibt

derart, daB fur alle anderen Punkte z€D\{z,} gilt |z-z,|=p.

Ist ein isolierter Punkt ein innerer Punkt?
1.) zy,EM heiBt innerer Punkt von M:< 3 0>0 mit Us(z,) <M.

o

Zo 1st isolierter Punkt = 3 6>0 mit MﬂtJ5Um)=® =

= $= o 3

Y 6>0 3 ZgMGGB(zO) = VYV 80 U(s(zo);tM

8.)w(-©) ist ein uneigentlicher HP von M, falls eine Folge

n— oo

(z,) aus M existiert mit |z,| _, o (-o).

S4.1.1(2205)
1.)Fur Mc R oder McC gilt

0_

a) M (&Aﬁ3=Vereinigung aller offenen Teilmengen von M

b) m= [ 1 # =Durchschnitt aller geschlossenen Obermengen von M.

2.)McR ist offen & R\M ist abgeschlossen
© und R sind offen und abgeschlossen.
McC ist offen & C\M ist abgeschlossen,
@ und C sind offen und abgeschlossen.

3.) € M,...M, offen = | | ™M offen
59 =1
=Y

Bem:M offen = MIE& < Jedes x€EM ist innerer Punkt
Def

n

®e® M,...M, abgeschlossen = |J M; abgeschlossen.

9=
@00 T beliebige Indexmenge und M; offen V i€l = g M; offen.
o000 I#Q bel. Indexmenge und M; abgeschlossen V i€l =

l | YA abgeschlossen.

Bem:Die Vor I#©@ wurde nur gemacht, da | ! nicht definiert ist

= R}

4.)x,ER ist HP von McR < 3 eine Folge (x,)cM\{x.} mit x, = Xq.

n— oo

z,€C ist HP von McC < 3 eine Folge (z,)cM\{z,] mit z, = z,.

n— oo
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4.2(2300) Funktionsgrenzwerte,
Konvergenz von Funktionenfolgen

D4.2.1(2300) Sei McR, x,EM’ und f:M— R.

1.)f(x) konvergiert gegen a€R fiir x—x,:e
V £>0 3 >0 mit f(x)€U.(a) ¥ x€MN{ (%) oder auch
V e>0 3 8>0: |f(x)-al<e V xEM mit 0<|x-%,]|<0;.
_)

Schreibweise: L1M f (x)=a oder f(x) — a.
X Xﬂ

2.)f(x) konvergiert einseitig von rechts (von links) gegen a€R fur
XoXos (Xx0Xo) 1o V >0 T 0>0: | £f(x)-al<e V xEM mit x,<x<xe+0 (x0-0<x<x,) .

lim g (xy=a, 11M ¢ (x)=a.

X7 X, " ox—xg

Schreibweise:
Andere Formulierung:
f: D-R, x, Hiaufungspunkt aus D.
Einseitiger Limes: lg?tf(x)=yOC>
falls x, HP wvon Dﬂ(xof(j)oo) und falls
¥ Folgen (x,) aus DN (x,Y-) 0) mit x,-x, gilt, ist LIMf(x,)=y,)

rechtsseitiger (linkssei%iger) Limes von f (x), x—Xg

3.)1imf (x)=a€R (bzw. 11Mf(x)=acR):
o V &0 3 >0 mit |f(x)-al<e V x>c (bzw V x<-c).

4.) (bestimmte Divergenz) x.€R, lim (x)=00 (bzw. -®):e

X X

V ¢>0 3 &0 mit f(x)>c(bzw. f(x)<-c) VYV xEMF\Ew(xM

Analog ist 1iMf (x)=o0(bzw.=-0) und 11Mf(x)=00(-w) definiert

5.)Seien f,g:M— R und x,EM’ gegeben.
f(x)=0(g(x)) fur x—oxg:<

3 c>06 3 850 mit |£(x)|=Sclg(x)| ¥ %€ (MN s (5) ) -
ﬂ(%)=5(g(x)) flir x—x,:e
V >0 3 850 mit [f(x) <€ |g(x)] ¥V xeMN & 4 (x,) .

Analog bei x—o0, x— -0,
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Bem:Analog zum Bew des Stzes lber die Folgenstetigkeit kann
man zeigen, dass genau dann i}glf(x)=y ist, wenn fir alle

Folgen (x,) mit x,>a, welche gegen a konvergieren, die
Folge (f(x,)) gegen y konvergiert. Analoge Aussagen
gelten in allen anderen Fallen, inklusive der Falle y=o
bzw y=-o.

Andere Formulierungen:

® Geg a,ber =(RU{w,-»}), a<b, f:(a,b)-R
f konvergiert gegen y€R, wenn x von oben gegen a strebt, falls:
Ve>0 3 ce(a,b) V x€(a,c):|f(x)-yI<& gilt.

Schreibweisezgg?»f(x)=y.

Analog
f konvergiert gegen ein y€R, wenn x von unten gegen b strebt, falls:
Ve>0 3 ce(a,b) V x€(c,b):|f(x)-yI<E gilt.

Schreibweise: lIm (x)=y

X—cC.

oo limf(x)—y mit c€(a,b) & I L1iMe(x) & Limg(y), limgxy-lime ) -y

x—C x— C, x— C. x—C, X— C.

®ee ce(a,p), I iMe(x) ¢ liMg(x), keR, liMg(x), lime (x) <k,

X— C, X— C. X=C.

lim f (%) ;,glim f(x) ,

X—= C, x— C.

dann heiBen c¢ Sprungstelle von f und li-mf(x)—limf(x) Sprunghohe

x—C, X— C.

von f an dieser Stelle.

®@0e0 0 f fiir acR (zu (a,b)) definiert, 3 limf(x) dann ist die Sprunghohe

X C,

als 1iMf(x)-£(a) definiert.

+

Analoge ist eine Sprungstelle bzw -hdhe bei b definiert

D4.2.1’ (2302) (komplexe Zahlen, Korper K)
Sei DcK, z.,eD’, d.h. z, ist HP, f: D— K gegeben.

1.)f(z) konvergiert gegen w,eK fiir z—z,, falls ein w,eK existiert,
sodass gilt:

V e>0 3 0>0 mit [f(z)-wyl<e V z€(DNy, (z0)).

Schreibweise: 11M£(z)=w, oder f£(z) = wo.

7 2o

2.)Fur f:D-K, z,eD’ gilt lim|f(z)|=oo =

z 2,

V ¢>0 3 6>0 mit |£f(z)|>c V zEMF\EﬁﬂzO) (Bestimmte Divergenz) .
3.)Seien f,g: D-K und z,eD’ gegeben.

f(z)=0(g(z)) fur z—oz.:e
3 ¢>0 und 3 >0 mit |f(z)|<clg(z)| Y z€DN js(zo) .
f(z)=o(g(z)) fir z—ozy:&

V e>0 3 6>0 mit |f(z)|<elg(z)| V zeDn 65(20).

Bem: f(z) ist unabhdngig von f(z,), falls idberhaupt f(z) fir z=z,
definiert ist.
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D4.2.2(2303) Monotone Funktion
Sei IcR ein Intervall. f:I-R heiBt monoton wachsend(fallend)

auf I:& V Xl,X2€I mj_t X1SX2 gilt f(Xl)Sf(Xz) (f(Xl)Zf(XQ)) (f/7 ,\4 ) .
f:T- R heiRt streng monoton wachsend (fallend) auf I:e

Ist f weder monoton wachsend noch monoton fallend, so sagen wir, f ist
nicht monoton.

D4.2.3(2304) Sei McR oder McC. f:M>R bzw f:M—>C heilt beschrankt
auf M:e 3 c>0 mit |f(z)|<c V zeM.

S4.2.1(2304) Konvergenzkriterien flr Funktionen

® Folgenkriterium

Vor:Sei McR, x.E&M’, f£:M—>R, (C)

Beh: lim (Z)Za =2 FOlgen (Zn)nENCM\[ZO} mit Xn :) Xo gllt llmf(zn) =4a.
X7 X n— o n— ©

Andere Formulierung:
Vor: D—K und ein HP z,€D gegeben.

Beh: 11Mf (z)=w, & f(z,) " 7w, YV (z,) mit z.€D\{zo} V n & z," "z,

27 2

Bem:1.)Beachte z,#z, V n (d.h. w, hdangt nicht von f(z,) ab.
2.)Falls z,€D, so gilt: 1iMf(z)=f(z,) &

V Folgen (z,) mit z,€D V n & z," . z,gilt: £(z,) konvergiert.
3.) 3 limf(x)eR =

X X

V e>0 3 6>0 mit |f(xy)-f(x,) [<e V x;,x,EMN {}a(xo) . (Cauchy-Krit)

Andere Formulierungen:
Es seien eine Funktion f:D— K und ein HP z, von D gegeben.

Dann gilt:lim f(z) existiert &

7z 2z,

Ve>0 3 8, ,>0:1f(z)-f(z")I<e ¥ z, z'€y, (z,)ND.

e ¢ Cauchy-Kriterium

3 limf(X)ER o V e>0 3 0>0 mit |[f(xy)-f(xy) I<e V x,,x,EMN Ga(xo) .

X X0

Andere Formulierungen:
Es seien eine Funktion f:D— K und ein HP z, von D gegeben.

Dann gilt:%}i1 f(z) existiert <

Y e>0 3 O, ,>0:1f(z)-f(z")I<e ¥V z, z'€y, (z0)ND.
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S4.2.2(2310) Grenzwertregeln
Vor: Geg. f,g:D—K und HP z,

1.) Beh: Existieren ll'rfnf(z):wo & ll-Tng(z)zwl, so existieren folgende

z— Zy zZ— Zy

Limites und es gilt:

(.) Im (gf (z) +Bg (z) ) =awe+pw: (o, BeK) (..) M £ (z) g (z) =ww,

z— Zy z— Zy

lim /() _ %o

z— zg g(z) w,

(...) falls w;#0

2.) 1M f (x)=a und a<a(>a bzw #a) = I 80: f(x)<a(>a,#a) ¥ x€MN o (x0)

X X0

3.)Ist M=I ein Intervall und 3 6>0 sodass f auf IN(x,-0,x,) bzw

IN (%0, Xo+d) monoton und beschriankt ist, so 3 1im ¢ (x) pzw 1im £(x).

X— X X Xg +
4.)Seien M,HcR, f:M—-H, h:H-R, z,EM’.
(®)Sei yor=hnlf(z), dann gilt vy.€ 17 .

z— Zy

(® ® )Falls %}gnh(y)=c existiert, so 3 limp (f(z))=c
0 =2y

Bem:S4.2.2 1.) gilt analog fir McC, f,g:M—=C, HcC, h:H-C
Die Grenzwertregeln gelten auch bei uneigentlichen HP mit
eigentlichen Grenzwerten.

Andere Formulierungen:

Vor: f: D-D,cK, z, HP von D: lirnf(z):onDl

Z— Zy

g: Di—K: hmg(z):g(wo)Dl

z— Zy

Beh: liMg (£ (z))=g (w)=liM g (w))
S4.2.3(2320)
linl

X — X

Sei f:I—- R monoton wachsend (fallend) und beschrankt, dann existiert

f(x) Y HP von IN(-%,x,) (IN (X, %))

D4.2.4(2350) (Koérper:K, z.B. R, C)

® Fine Funktionenfolge ist eine Folge f;,f,,...von Funktionen
fi: K=K, Definitions (DcK)- und Zielmengen (ZcK) kénnen auch andere
Mengen sein, z.B. Intervalle, missen jedoch fir alle f; dieselben sein:
f: DxN—-Z, (x,n)>f,(z)

® ¢ TFunktionenfolge (f,) ”_,

D—K, wenn gilt V z€D V &>0 3 N, : [f.(z)-f(z)[<e V n>N,,

Schreibweise: f(z)z%}g f.(z) V z€D, diese f:D—K heiRt Grenzfunktion

heiBt punktweise konvgt gegen eine Funktion f:

Fir punktweise konvergente (fn)f definiert

=1

f(z): f(z)=lim f.(z) V z€D die sogenannte Grenzfunktion

n— o
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Andere Formulierung:
Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D punktweise konvergent, falls filir
jedes z€D die Folge (f,(z)) konvergent ist. Ist dies der Fall, so
heift £:D—K, mit £(z)=11M £ (z) V z€D, die Grenzfunktion der Folge.

Bsp:D=[0,1]1, f.(x)=x", f.(x)=x" = f, konvergiert punktweise gegen
0, x €[0,1)
f(x)=

1, x =1
ln_)_c Ine
Bew: x€[0,1) = |f,(x)-f(x)[|<e & x"<¢ & n* 9<ln & ® n>—
Inx Waht
<0
In e
N )= +1
(e,%) In x

@ ¢ 8¢ Die Funktionenfolge (f,) heilt auf D gleichmdBig konvergent, falls
sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls
weiter gilt: V &>0 3 NeN V n>N VzeD: |f,(z)-f(z)]|<e.

Andere Formulierung frei nach Uni Saarbriicken (ohne Forderung der

punktweisen Konvergenz ...aber f(x) muB existieren)
Die Funktionenfolge (f,) ”_, heiRlt auf D gleichmalbig konvergent gegen

eine Grenzfunktion f: V >0 3 NeN V n=N VzeD: |f,(z)-f(z) |<t.
Aquivalente andere Formulierung frei nach Wikipedia

(f,) ©_, konvergiert genau dann gleichmaBig gegen eine f wenn

Limsup | £, (z)~£ (z) |=0

Bem:1.) Gleichmé&Bige Konvergenz = Konvergenz
GleichmaRige Konvergenz ¢1 Konvergenz
2.) Bei glm Konvergenz gilt V &>0 3 n“mzﬁgplfﬁ(x)—f(x)|<s V n>nj

xe/

d.h. 3¥P £ (x)-f(x)| 2 O (I beliebiges Intervall)
xe/ H— 0
Zu €0 I x,: S0P | £, (x) —f (%) | <| £, (%) —F (x,) |+§S§+§:s Vo> e
xel/

D4.2.5(2355)
® Geg beliebige Menge Dc K, sowie Funktionenfolge g,:D—K V keN. Dann
nennen wir 25 gr eine Funktionenreihe auf D.

k=1
Bsp Potenzreihen

® @ TFunktionenreihe 25 gx heiBt auf D punktweise konvergent,
k=1

XL

falls V z€D die Reihe Z: gx(z) konvergent ist und die Grenzfunktion f

k=1

ist dann durch f(z)= 25 gx(z) V x€D gegeben.
k=1

o 00 Funktionenreihe 25 gx heiBt auf D gleichmaBig konvergent,
k=1
falls sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und

falls weiter gilt: V &>0 3 NeR, V neN V zeD:n=N = IZE gx(z)-f(z) |<e.

k=1

Also ist die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenreihe 25 Jx
k=1
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aquivalent mit der gleichmédBRigen Konvergenz der Folge ihrer
Partialsummenfolge

Andere Formulierung:

Funktionenreihe 25 fy konvergiert gleichmaBig auf X gegen S:
k=1

lim 3 £, (z)=5 V x€X (S,:=f+f,+..£, = S)

k=l n— o

Andere Formulierung
n

hzvik(z))w fr: DK heiRlt gleichmdBig konvergent gegen f: D—K wenn

n=1"7
k=l

die
Folge der Partialsummen gleichmaBig gegen f konvergiert, d.h.

V e>0 3 NeN V n=N V x€D: | f,(z)-f(z)|<e
k=l

Bem: ® GleichmdBRige Konvergenz = Konvergenz
GleichmaRige Konvergenz % Konvergenz

® @ Bei glm Konvergenz gilt V &>0 3 num:52p|f5(x)—f(x)|<s V n>n

d.h. 3YP £ (x)-f(x) ] = 0

xe/ n— oo

zu e>0 3 xnzi‘ilj’ | £.(x) —f(x) | <| £, (%) —f (%) |+§

S4.2.4(2356)
Funktionenfolge Cauchy-Kriterium fir gleichmalige Konvergenz
Vor:Sei DcK (z.B R, C) f,:D— K fir neN gegeben.
Beh: (f.(z) 7_, konvergiert gleichméalbig auf D (gegen Funktion f(z) :=D—-C)
< Vé&>0 d ne=ny(e) (unabhdngig von z€M) mit |f,(z)-f,(z) |<e V n,m=n, (&)
V z€D

Bem: Eine Funktionenreihe konvergiert gleichmaRig auf I <
n+p
V e>0 3 ni(e)eN: | Y fi(x)I<e ¥ n>n,(e) YV p>1, V x€T

k=n

® &8 Die Funktionenreihe 25 gx ist genau dann auf D gleichmé&Rig konvergent,
k=1

wenn V £>0 3 NeR, V n,meN V x€D:m=n=N = IZ g (x) | <e.
k =n

Bem:Seien f,(z): M—C neN, gegeben.éj f.(z) konvergiert gleichmaRig uf M

n =1
DI E

v =m + 1

< V &0 d ne=ny(¢) (unabhangig von z€M) mit <g¢ V n>m=>n,(e) und

V zeM. Man wende S4.5.1 auf F,(z):= 25 f.(z) neN, an.
v=1
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S4.2.5(2361) Majorantenkriterium von Weierstrass
Vor:Sei DcK (z.B. R, C) und £,:D—-C fir neN gegeben.

Sei |f.(z)l|<a, YV neN & V z€D & ), a,<w.

n=I

Aussagezzs | f.(z) | und 25 f.(z) sind gleichmaBig auf M konvergent.

n=I n=I

Andere Formulierung:

Vor: (f,), f.: I-=R V neN, (ay)wn=0, X Z ax<oo, * k |fy(x)|<ay, V x€I Vk
k=l

20

Aussage: 25 fr(x) ist gleichmaRig konvergent.

4.3(2400) Stetige Funktionen

Im Folgenden betrachten wir Funktionen auf einem meist fest gewdhlten
Definitionsbereich DcK, sowie einen weiteren Punkt x,€D. Der fiir uns
wichtigste Fall ist der, wenn D ein Intervall in R und x, ein Punkt im
Inneren des Intervalls oder einer der Randpunkte ist, aber meist spielt
die genaue Art von D und x, keine Rolle.

D—K, 2z, Haufungspunkt von D, DcK,

m e (z)=y, & ¥ e>0 3 3: |f(z)—f_3(i0) <e ¥V zE€y, (z))ND

J 2 ¢

V (z.), (z.)€D\{zo}, z.ozo gilt: f(z,)—Yyo
Wir betrachten hauptsachlich reellwertige Funktionen aus einem Intervall

D4.3.1(2400)
Sei DcR. Dann heiBt f: D—R, stetig im Punkt x,€D:e

V €>0 3 8>0:f(x)€U€ (f(x,)) V xEDNUs(x,) oder Aquivalent....
**%% (Ve>0 3 >0 mit |£(x)-f(xo) I<e V x€D mit |x-x,]<0).
f heiBt stetig auf AcD:e f ist in jedem x(€A stetig.

Bem:Ist x,€DND’, so ist f stetig in x, < 3 limf(x)=f(xo).

X Xy

Fur a,b€eR, a<b heiBt f:[a,b]—R linksseitig stetig in einem
Punkt x.€ (a,b], wenn LIM £ (x)=f (x,)
0-

Analog wird die rechtsseitige Stetigkeit definiert. Offenbar ist f stetig
an einer Stelle x,€(a,b), wenn es dort sowohl rechts-, als auch
linksseitig stetig ist.

Wir nennen f auch stickweise stetig, wenn f bis auf endlich viele
Ausnahmestellen x;€[a,b] stetig ist und wenn an diesen Stellen x; noch die
einseitigen Grenzwerte existieren, d.h., wenn alle Unstetigkeitsstellen
Sprungstellen sind. Es ist nicht schwer, zu zeigen,

dass eine auf [a,b] stickweise stetige Funktion dort beschrankt ist.
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D4.3.1" (2401) komplexe Mengen
Sei McC. Dann heiBt f: M—> C stetig im Punkt z,EM: &

Ve>0 3 8>0:f(z)€U€ (f(z,)) V z€MNUs(z,) .

f heiBt stetig auf AcM: & f ist in jedem z,€A stetig.
Bem:a) Isolierter Pkt von D: I p>0: |z-z;|=p V z€D\{z;}.
Ist z,€M isolierter Punkt von M, so ist f in z;, stetig, weil
(***)gilt, sofern 0 <p.
Andere Formulierung:
V z,€D gilt (***) sofern 8<p, d.h. jede auf D definiert Funktion
ist stetig in allen isolierten Punkten

b)Ist z,EMNM’, so ist f stetig in z, e 3 limf(z)=f(zo).

A

Ist £ in zy,nicht stetig, so heiRt f in z, eine Unstetigkeitsstelle
von f.

c)Sei f:D— K stetig in x,€D. Beachte, dass (***) trivialerweise
richtig bleibt, wenn wir 0 verkleinern; insofern ist 0 durch & nie
eindeutig festgelegt. Es genligt aber zum Nachweis der Stetigkeit
fur jedes €>0 ein (mdéglicherweise sehr kleines) &>0 zu finden, fur
welches (***) gilt. Wir nennen manchmal ein solches 0 auch ein zu ¢
gehdrendes 9.

Andere Formulierung:

Sei eine Funktion f:D— K gegeben. Wir sagen, dass f in einem Punkt x,€D
stetig ist, wenn folgendes gilt:

(***) V¥V >0 3J 0>0 V xXED: |x-%,|<0 = |f(x)-f(x) |<e

Falls f in jedem Punkt von D stetig ist, sagen wir kurz:

f ist auf D stetig.

Andere Formulierung:
Eine Funktion f :D— C, heiBt stetig in

(.) einem Punkt z,€D, wenn lirnf(z)=f(zo) (lig1 existiert), d.h.

Z—/ Zg X=Xy

vZo = 20N = £(z,) = £(z0) oder Mg (z)=f(limz)

n— 0 n— o0 z7 2z

# Herleitung dieser Def aus (***) siehe S4.3.3

Eine Funktion f :I— R, heiBt stetig in
(..)einem Teilintervall JcI, falls f in jedem Punkt x,€J stetig ist
Bem: (.)Es gilt f ist stetig in x€I

o V e>0 3 6>0: | £(x)-f(xy) |<e V xeljé (x0) NI
o V>0 3050 £y, (x)NI) Sy (£(x)))
(..)Fir Funktion f:(JS(z*)—>C (z*€C, 0>0) koénnen wir vollig analog

Stetigkeit von f in ZOE:IJS(Z*) definieren

Wir sagen, dass f auf D einer Lipschitzbedingung genligt, falls eine
Konstante LER, existiert, sodass |f(xy)-f(x:)| <L|xo-x:| V x0,xE€D.
Jedes solches L heiBt auch Lipschitzkonstante fir f (auf D)

Jx (im Nullpkt senkrecht) erfiillt Lipschitzbedingung nicht

Bez:a)Es seien eine Funktion f:I— R und eine Menge McI
Gegeben. Dann bezeichnen wir mit
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(.)SUPf(x

xEM

o sup( f(M), falls (M) nachoben beschrdnkt ist
)'__{ oo, falls (M) nicht nach oben beschrdankt ist
inf( f (M), falls f(M)nachunten beschrdnkt ist
{— oc, falls (M) nicht nachunten beschrdnkt ist
das Supremum bzw das Infimum von f auf M.

Falls existent:lzgff(x):=max f (M) das Maximum,

(..)inf f£(x):=

xEM

m;?f(x):=min f (M) das Minimum von f auf M

Bem:Ist f:I- R nicht stetig in x,€I, so bezeichnet man x, auch
als Unstetigkeitsstelle von f, z.B.
(.)Sprungstellen
lim 4 liH}
X= Xg X X

(..)Oszillationsstellen

lim (x) existiert nicht

X=X,

L,x €000
R A = % N [0,1]

ist in keinem Punkt x¢€[0,1] stetig
b)Wir sagen f:I-R ist stetig, wenn f stetig auf I ist.

S4.3.1(2404) Geg sei ein beliebige Menge DcK sowie Funktionen
f.,gx: D—»K V n,keN. Dann gilt
a)Sind alle f, in einem Punkt x,ED stetig und ist die
Funktionenfolge (f,) auf D gleichmaBig konvergent, so ist die
Grenzfunktion f ebenfalls stetig in xg.
Andere Formulierung:
Vor: (.)Sei McC' £,:M—C, neN, auf M gleichmiBig konvergent gegen f:M—C.
(..)V neN sei f,(z) stetig in z,€M (bzw auf M).
Beh:f(z) ist in 2z, (bzw. auf M) stetig
b)Sind alle g, in einem Punkt x,ED stetig und ist die

Funktionenreihe Z g, auf D gleichmédBig konvergent, so ist die
k=1

Grenzfunktion f ebenfalls stetig in x,.

S4.3.2(2409) Expotential-, Trigonometrische, hyperbolische Funktionen
sind stetig auf ganz C.
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S4.3.3(2410)Folgenstetigkeit
f=D— K stetig in z,€D < fiir jede Folge

(z,) in D mit z, 2 z, gilt auch f(z,) = f(zo).

n— n— oc

S4.3.4(2410) Rechenregeln fir Stetigkeit
Beh:1.) Vor:McR, f,g mit M—> R, stetig im Punkt x,EM.
Aussage: f(x¢)>a(<a bzw.#a) =
I 6>0 mit f(x)>a(<a bzw. #a) V xEMNUs(x,) .
2.) Vor:McK, f,g mit M—> K, stetig im Punkt x,EM.
af+pfg stetig in x, V a,PER (bzw €K),
fg stetig in xq,
f/g stetig in x4, falls g(xy)#0 (und folglich g(x)#0 in
Us (X0) NM) .
3.) Vor: f:D—-D; stetig in x¢€D und g:D;— K stetig in x,€D bzw f (x,)€D;.
Hintereinanderausfiuhrung goO £f:D— K stetig in x,.

Andere Formulierung:
f: M> R stetig in %€M ' h: £(M)— R stetig in f(x,) =
(hof) (x)=h(f(x)) stetig in xq
Bew: Aus Rechenregeln fir Folgen und S4.3.2

n

4.)25 av(z-zy)Y, R>0 ist stetig V z: z€Ux(z,)
v=)

) S E(z

Aussage (z

(n-w)V z, f: M> R stetig auf M.

5.) Vor: &{ kompakt, £,: M2 R stetig auf M V neN,
z)
)=t (z)

S4.3.5 (2450)

X

Vor: Die PR f(z):=) a.(z-2z,)" habe KR R>0.
n=0
Aussage:f(z) ist stetig in jedem Punkt Uz(zg) .

S4.3.6(2455) Identitdtsssatz flur Potenzreihen
1.)Vor: 25 (z-2zo)*, z€Ux(z,) mit KR, R>0 gegeben.
k =0

Beh:Fir z,€Ux(z,): L1 £ (z)=f(z,)

zo 7,

2.) Eindeutigkeitssatz flir Potenzreihen
Vor:f( 25 ar(z-z0) %, m<z)==;Z by (z-2z,)* haben KR, R>0.
k=0 k =(
d eine Folge (z,)CUx(zo)\ io mit z, o« =z5€Ux(z¢) & f£(z,)=@(z,) VYV neN
ceUr(z9) n—e
Beh:a=b, V k€N, und damit f(z)=@(z) V z€Ux(z,) .
Bem: (.)Polynome sind spezielle Potenzreihen

(..)Koeffizientenvergleich Bsp (1+x)"(1+x)"=(1+x)*"
(.)Gilt f(z)=0 V n z, 2 = = f(z) =0

(0]
11— %0

(...)Nullstellen von sin, cos, sinh, cosh kénnen sich in keinem Punkt
von C hiufen.
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4.4(2500) Hauptsatze iUber stetige Funktionen

S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)
Vor:Sei IcR ein Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€Il, a<b.
Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€[a,b] mit f (x)=y.
Andere Formulierung:
Sei f:[a,b]—=R stetig. Sei ferner y eine beliebige Zahl mit
f(a) <y <f(b) oder f(b) <y <f(a). Dann gibt es ein x€[a,b] mit
f(x)=y.
Bem: Falls f:[a,b]— R stetig und f(a)<0 und f(b)>0, so
existiert mindestens eine Nullstelle E€ (a,b) von f.
2.) J:=f(I) ist ein Intervall cR.

D4.4.1(2501)Sei Dc K und sei f:D—K.

Ein Punkt x¢€D heilt Nullstelle von f, falls f (xq)=0 ist.

Bem:Sei f:[a,b]—R stetig und seien f(a)=0 und f(b) <0 oder umgekehrt.
Dann hat f mindestens eine Nullstelle auf [a,b] und eine dieser
Nullstellen kann mit einem der folgenden Verfahren naherungsweise
berechnet werden:

1. Bisektionsmethode

Falls f(a)=0 oder f(b)=0, ist nichts mehr zu tun. Andernfalls seien
ag=a,bo=b. Dann haben f (a;) und f(by) unterschiedliche Vorzeichen und
somit ist f(ag) f(by)<0. Sei jetzt x=(aptby) /2. Falls f(x)=0 ist,
haben wir eine Nullstelle gefunden. Falls nicht, kann f (ao) f (x)<0
sein und in diesem Fall seien a;=a,, b;=x gesetzt. Im anderen Fall
gilt f(by) f(x)<0 und wir setzen a;=x, b;=by. In beiden Fallen ist
a:;<b; und f(a;) f (b;)<0.
Sind allgemein schon Zahlen a,,b, mit a,<b, und f (a,) f (b,) <0 gegeben,
so sel jetzt x=(a,+b,) /2. Wenn f(x)=0 ist, stoppen wir das Verfahren.
Wenn f (a,) f(x)<0 ist, seien a,s=a,, b..1=x gesetzt. Wenn dagegen
f(b,) f(x)<0 ist, seien a,.=x, b..=b, gesetzt. Insgesamt sehen wir,
dass dieser Algorithmus entweder nach endlich vielen Schritten eine
Nullfolge von f findet oder aber 2 Zahlenfolgen (a,), (b,) liefert,
fir die immer a,<b, und f (b,) f(x)<0 ist, so dass nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle von f im Intervall (a,,b,) liegen
muB. Nach Konstruktion ist (a,) wachsend und (b,) fallend, und b,-
a,=(b-a)2™. Also folgt Konvergenz beider Folgen gegen denselben
Grenzwert a, und dieser muss dann Nullstelle von f sein. (siehe auch
oben)

2.Regula Falsi

Wir gehen genau wie bei der Bisektionsmethode vor, nur setzen wir
in jedem Schritt x gleich der Schnittstelle der Geraden durch

(an, £(ay)) und (b,, £(b,)) mit der x-Achse,

d.h. x=(a.f (by) -b.f(an))/ (f(b.)-f(as)) .

Verfahren mit schnellerer Konvergenz gegen die Nullstelle siehe
spater Newtonverfahren.
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S4.4.2(2510)
a)Vor: f:I- R stetig.
Beh: f injektiv & f streng monoton. (genau dann injektiv, wenn...)

b) X&R, KX, K kompakt, f stetig auf K = f(K) kompakt
(das stetige Bild kompakter Mengen ist kompakt

S4.4.3(2530) Umkehrfunktion und Stetigkeit
Vor: ® Intervall IcCR,

e f:T-5R stetig auf I, d.h. J=£(I) .5 J:=f(I) ein Intervall.

WS 4.4.1 Bem2.)

@@ f:T-5Rstreng monoton

Aussage: Auf dem Intervall J=f(I) gilt
® 7u f 3 im gleichen Sinn wie f streng monotone f™*
e 7y f 3 stetige f£f'auf dem Intervall J=f(I)

(2531)Korollar S4.4.2
(.) log x:(0,0)> R ist stetig und streng monoton wachsend

Bew:e* :R—>(0,o) bijektiv, T und stetig SEngeh

(..)sinh x: R R ist T und stetig, £f(R)—» R d.h. er hat
Umkehrfunktion:Arsinh: R- RT und stetig.

(...)cosh x:[0,0)—>[1,0) istT und stetig und surjektiv, seine
Umkehrfunktion Arcosh x:[1,®)—[0,0) ist T und stetig.

S4.4.4(2532)

a) sin x>0 V x€(0,2]

b) cos x ist im Intervall [0,2] {
#c) cos x ist im Intervall [0,m] |

d)Die Funktion cos besitzt eine kleinste positive Nullstelle x,, welche im
2 2 4

Intervall (1,2) liegt. Es gilt l—%<cos x<l—%+j— fir 0<x<2.
|
e) cos x>0 V x€[0,n/2)
D4.4.2 (2535) Die reelle Zahl 2* *o heiBt =
aus S4.4.4d)
Bem: (.)m ist eine reelle transzendente Zahl,m=3,14159265358979.
(..)Es gilt auf (0,2] (analoger Bew wie oben:
3
a)x—fér<sin x<x = sin w/2>0 und ferner (Additionsth):
B)sin (m/2+m/2)=sin (mw)=2sin(n/2)cos (n/2)=0 da cos(ni%)
Yy) sin ( ﬂJ2L— (da (cos? @/2lts&n(ﬂf27—1—_§15£7é )

— (L)
d )cosm=cos?(n/2)-sin?(w/2)=-
Andere Formulierung, Definition und Satz

cos hat im Intervall [0,2] genau 1 Nullstelle §, m=2E, cos%§=0, sin%§=1

)=1i, exp(i*m)=-1, exp(i*éf:)=—l, exp (2mw*i)=1

S4.4.5(2535) exp(i* 5

Ny

S4.4.6(2537) Periodizitdten und Idenditdaten der trigonometrischen
Funktionen
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Es gilt fir x€R bzw zeC:
a) sin(x+m/2)=cos x, sin(x+m)=-sin x, cos(x+m/2)=-sin x, COS (X+m)=-cosx
b) sin(x+2m)=sin x, cos(x+2®)=cos X, Wir sagen dann, dass der
Sinus und der Cosinus “2m- periodisch” sind, dabei ist A=2m die
kleinste positive Zahl mit dieser Periodizitatseigenschaft und wir
nennen diese Zahl die Periodenléange.
c) Aufgrund dieser Uberlegungen ist sin x=0 & x=km mit k&€Z und die
Periodenlange 2m. Analog fir den Cosinus.
d) ef=e?z?ui Y keZ
e)sin x=0 & x=km mit k€Z, sin x>0 auf (0,m),
cos x=0 & x=km+n/2 mit k&€Z, cos x>0 auf (-n/2,m/2),
(-1)*cos x>0 V xe((k-n/2)(k-7/2))
f)Wertetafel
f x| 0 m/6 /4 /3 /2

sin x | 0 2 J2 /2 AB3/2 1
cos x| 1 J3/2 J2/2 i 0
Bem: (.)'Sinus ist eine ungerade Funktion = sin x<0 auf (-m,0)

cosx<0 auf (mx/2,3mw/2) .
(..)Sinus und Cosinus haben auch im Komplexen nur die oben genannten
reellen Nullstellen, damit ist auch Definitionsbereich von
tan z und cot z Klar.
g) Aus obigen Eigenschaften und S4.4.4

cos: [0,m]—[-1,1] !, sin: [-Z,Z1>[-1,1] 1,
2’ 2
tan: [—Zz,fz]—%RT, cot: [0,m]—= R
2’ 2

obige Funktionen sind surjektiv und streng monoton, deshalb

D4.4.3(2540) Umkehrfunktionen zu cos, sin ,tan und ctan sind die
Arcusfunktionen

arccos: [-1,1]—[0,m], arcsin: [-1,1]1—-[-

NN
SIS

I

arctan: R—(0,m] arcctan: R— (0, m]

Bem: S4.4.3 = Die Arcusfunktionen sind streng monoton und auf ihrem
Definitionsbereich stetig
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S4.4.7(2541) Parametrisierung des Einheitskreises in (

Zzu z€C mit |z|=1 existiert genau ein
QE (-, ] mit z=e'.

G:'vm {Q‘;-!N_rw, &'\t& IW,E,’:;\ q e

T nax<2 W)
t e, W
4—§j<(£ax< [ -2 2

TR

EinschlieBung des Cosinus

G\«wp\\u—\ B ngv.n \K»V";WM
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Bem:Die stetige und streng monoton wachsende Umkehrfunktion
f': R-> R von sinh heiBt Area sinus hyperbolicus. Bez:Arsinh

S4.4.8(2541) Fur x€R ist die Expotentialfunktion e* streng monoton
Wachsend, nimmt jedes y€R. als Wert an und ist bijektiv
#Bem:

# y=f (x)=e* ist bijektiv nach S4.4.8 , .77, .., 3 Unkehrfkt £ (y):=x
# Umkehrfunktion £'(y)=f'(e*) ist im gleichen Sinn wie

f(x)=e* streng monoton, d.h. streng monoton wachsend.
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D4.4.4(2544) Logarithmus

Die streng monoton wachsende Umkehrfunktion zu exp:R—R, heilt der

nattrliche Logarithmus und wir schreiben log:R«—R, x=exp (log x).
Bem:

L] y=log x ist per Def &quivalent mit x=e’.
loga

LA Fiir a€R, & beC setzen wir noch aP=e’9 =, # (&€ )P’= %%
a

eee D4.4.4 =

aeR, bER a’eR, & log aP=b*log a V a€R,, beR, beachte aber,

dass im Allgemeinen a” eine komplexe Zahl ist, und
deshalb log a® nicht definiert ist.

D4.4.5(2563) GleichmaBige Stetigkeit
Sei McK, f:M—=K heiRt gleichmiafig stetig auf M:e
Ve>0 3 8,>0 V z1, z,EM: |z21-2,1<8: = |f(z1)-f(z,) |<e
Erlauterung: Egal,welche Punkte z,,z,EM gewdhlt werden,mull zu & immer
| z,-2z,|<d gelten, also , nur 1 Wert O, fur ganz M “.
Unterschied zu stetig siehe Bsp 2
Im 2. Bsp immer das gleiche 9, von x, unabhangig
Bem:f:M— K ist gleichméaRig stetig auf M & V &>0 3 0=08(g) >0
(0 unabhidngig von z€M) mit: V z,eEM, V zeMNU;(z,) gilt
f(z)€Us(zg) .

S4.4.10(2564)

Vor: Sei McK & M kompakt(d.h. abgeschl& beschrankt) f:M—K stetig auf M.

Aussage: f ist gleichmédBig stetig auf M.

Bem:f:[a,b]—>R stetig = f gleichmidBig stetig
f(la,b])=[min £, max f]
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S4.4.11(2565) Vor:McK & M beschrankt, f:M—K gleichmdBig stetig auf M.
Beh:f (M) ist beschrankt, d.h. |f| ist auf M beschrankt
Zusatz: £ 1aBt sich eindeutig stetig und gleichma@Big stetig von M
auf ™ (kompakt) fortsetzen. Damit ist f auf M beschrankt.
Andere Formulierung (nur fir R)
Vor: Intervall I, f:I- Rgleichmédlig stetig auf M.
Aussage: Falls I beschrankt ist, ist auch f(I) beschrankt

S4.4.12(2567)

=5

f:I-R gleichmdBig stetig auf I ' f stetig auf I
=
Bem: (.) Stetigkeitriecntgleichmalige Stetigkeit

(f(x)=1/x auf (0,1), & haéngt von x, ab)
(..)Falls I kompakt und stetigS§z7:f(I) kompakt, also
beschrankt
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4.5(2600) GleichmaBige Konvergenz von Funktionsfolgen

siehe auch unter 4.2

D4.5.1(2600)
Geg sel eine beliebige Menge D, sowie Funktionen f,,g.:D—K V n,keN.
Dann nennen wir e (f,) eine Funktionenfolge auf D
(z.B. f,(x)=x"auf -2<x<3) und
o0 25 gx eine Funktionenreihe auf D.
k=l
(z.B. Z gk=2 z" auf {z€C:-2<]z|<5})
k=l k=l
° Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D punktweise konvergent, falls filir

jedes z€D die Folge (f,(z)) konvergent ist. Ist dies der Fall, so
heiBt f:D-K, mit f(z)=%}§ f.(z) V ze€D, die Grenzfunktion der Folge.

(z.B. f,(x)=x" punktweise konvergent auf 0=<x<1)

®e® Analog heiRt die Funktionenreihe 25 gx auf D punktweise konvergent,
k=1

falls V z€D die Reihe 25 gx (z) konvergent ist und die Grenzfunktion f

k=1

ist dann durch f(z)= 25 gx(z) V z€D gegeben.

k=1

(z.B. 25 zhzliz punktweise konvergent auf {z€C:|z|<1})
k=1

® Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D gleichmaBig konvergent, falls
sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls
weiter gilt: V &¢>0 3 NeR, V neN V zeD:n>=N = |f,(z)-f(z) |<e.
(z.B. f,(z):=z", neN, konvergiert gleichmidBig auf U,(0) V 0<r<l gegen
f(z)=0, ) und analog heilt

®ee die Funktionenreihe 22 gx auf D gleichmédBig konvergent,
k=1
falls sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls
weiter gilt:
n
V e>0 3 NER, V neN V z€D:n>N = | Y. g.(z)-f(z)|<e.
k=1

4]

(Z’>ﬁ/k? gleichmaBig konvergent auf [0,1] siehe A4.5.3).

k=1
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¥
Also ist die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenreihe 25 gx aquivalent
k=1

mit der gleichmaBigen Konvergenz der Folge ihrer Partialsummenfolge

Aus der gleichmabBigen Konvergenz folgt die punktweise Konvergenz, aber
nicht umgekehrt.

Andere Formulierung
GleichmaRige Konvergenz von Funktionsfolgen
Vor: McR oder McC, £,:M— C, neN
Aussage:Die Funktionsfolge (f,) 7_, =(f.(z)) 7_, konvergiert gleichmafRig auf
M gegen f(z):M—>C: <
V >0 d ny=n,(g¢) (unabhdngig von z€M) mit |f,(z)-f(z)]|<e V n=ny(e) V ze&M.

S4.5.1(2602)
® Funktionenfolge Cauchy-Kriterium fiir gleichmaBige Konvergenz
Vor:Sei McR oder McC, f,:M— C fiir neEN gegeben.
Beh: (f,(z) ”_, konvergiert gleichmdfig auf M (gegen Funktion f (z):=M—-C)
o Vée>0 I np=ng(e) V z€M(d.h. unabhédngig von z€M) mit
| £.(z)— f.(z)|<e V n,m=n, ()

® 8 Die Funktionenreihe Z: gx 1ist genau dann auf D gleichmaBig konvergent,
k=1

wenn V €>0 3 NeR, V n,meN V x€D:m>n=>N mit IZ: gx (%) | <e.
k=n
Andere Formulierung:
Eine Funktionenreihe konvergiert glm auf I genau dann, wenn

n+p
V ¢>0 3 nfqh@):|2§ fr(x)|<e V n>n;(e) V p>1 und x€I

k=n

S4.5.2(2604) Majorantenkriterium von Weierstrass

L

Vor:McR oder McC, f£f,:M—>C fir neN, |f,(z)|<a, #(€R.,)#V neN V zeM «

_j
Il

a,<o.
xL

Aussage:}f [ £.(z) | & ‘Z':ﬂJz) sind gleichmaBig auf M konvergent.

n=I n=1

S4.5.3 (2604)Vor: ® ® (f): f£,€C(I) V neN,
® f gleichmé&Rig konvergent auf I gegen f: I—R
Aussage: feC(I)

L4.5.1 Vor: Folge (f,), f.: [a,b]— R, f.eC([a,b]) V neN. (C...stetige f)
Aussage: (f,),gleichmaBig konv auf [a,b] <

V konvergenten Folgen (x.)€[a,b] I ‘7 £, (x.)
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S4.5.4 (2609)
Vor:Sei McR M kompakt, V neN f,:M—> R stetig auf M,

V zeM sei f,(z) =2 £f(z), f: Mo R stetig auf M

n— oo

Beh: f,(z) =2 £f(z) gleichmidRig konvergent auf M

n— o
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