A0.2.1 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X

a)Zeige:V x€X ist die Menge B(x):={y€X|es gilt nicht y~x} keine
Aquivalenzklasse von ~

b) Zeige:Wenn ~ nur 2 Aquivalenzklassen hat so ist B(x) eine
Aquivalenzklasse

c)Zeige:Wenn es ein x€X gibt, sodass B(x) eine Aquivalenzklasse
ist, so hat ~nur 2 Aquivalenzklssen.

d) Zeige:Die Aussage, V xi,x,,X;€X gilt: Wenn weder x;~xX, noch
X,~xX3 gilt, so gilt auch nicht x;~x3; ist falsch

e)Zeige:Die Aussage, V xi,x,,X;€EX gilt: Wenn weder x;~x, noch
X,~x3 gilt, so gilt jedenfalls x;~x; ist ebenfalls falsch.

A0.2.2 Definiere auf ZxN eine Relation R durch (xi,vi) | (X2, y2) <
X1Y,=X,y:. Entscheide, ob es sich hierbei um eine AR handelt und
bestimme ggf die AK.

LOs:xXy,%X,€Z, vi,V.€EN, z.z.: |,definiert eine AR

#Die ,Rechenvorschrift ist eine Beziehung zwischen Paaren (u,v))#
R
Reflexivitat :Es sei (x,y)€ZxN = xy=xy, (x,y)~ (xX,Vy)
# (X1, ¥1) b (X1, ¥1) © X1y1=xX1y1
Symmetrie :Es gelte (x1,v1) k (X2,v2), d.h. x1y,=X;y; =
(%2, V2) Lk (X1,¥1) # © Xyi=x1Y,=X0y1 =

Transitivitat:Seien (xi,v1), (X2,V2), (X3, y3)€Zx N mit
R R

(X1, V1) ~ (X2, ¥2) und (X, ,y2) ~ (X3, XiV=XpY1 =VY3) =
X1Y2=X,y:1 und X,y3=xX3Vys.

. = V.Y XY, Y Y
Z.7:X1yY3=X3y1 . BEs gilt x;y:= 2¥ V3=X; 123 222 S8 =X3VY1

Y2 Y2 Y3 Y2
AK: (%0, V0) I ={(x,y) € ZxN|xy=xyo}={ (x,y) € Zx N|x/y=x0/Vo}

A0.2.3
a) Es sei M eine beliebige Menge#®@. Die Relation ~ auf MxM sei
wie folgt definiert: (xi,x2)~(Vi,V2): © X,=V,
Zeige, dass ~ eine AR (auf M) ist und bestimme alle AK
Bew:~ 1st reflexiv: X=X, = (X1, %)~ (%1,%X,) V x;,x,EMxM
~ ist symmetrisch:Seil (xi,X:) ~(Y1,V¥2) = X,=yp 2 Y,=X; =
(VirV2) ~ (%1, %) = YV (x1,%5), (y1,V2) EMxM
~ 1ist transitiv: Seien (xi,X:)~(Vi,V2)~(21,22)
Xo=Y, N Vo=2Z, = Xp=Z, =
(X1/X2)~(erz2) V (X11X2)/ (Y1IY2) (21122)€MXM
AK: (X1, %2) :{ (Yir¥2) EMXM| (Y1, ¥2) ~ (X1, X2) }:{ (Yir¥2) eMXM|Y2=X2}=
{ (Y1, X2) | YIEM}

EZ
(%1, %2) |z
&
z.B. M=R (xX1,X%X2) | 1st hier Gerade durch 0,x, parallel zur

x; Achse.

Bem: R?=RxR= U (x;,x,) | disjunkte Vereinigung

X,ER

(Partition von R?, vgl S0.2.1) xX,=y, und y,=z, = X,=2z, =
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b) e Auf R gilt
X~y genau dann, wenn xy=0,
Aquivalenzrelation? Ggf 2w x=2? Aquivalenzklassen?
Los: \\\
x~y symmetrisch, da xy=yx; reflexiv, da x*x>0,
nicht transitiv, da 1~0 wegen 1>©3O, 0~-1 wegen 0*(-1)=0 aber

1~71 wegen 1*(-1)X0
Keine Aquivalenzrelation
ee Auf R gilt

x~y genau dann, wenn x-y x&€Z.
Aquivalenzrelation? Ggf zu x=2? Aquivalenzklassen?

Los: x~y reflexiv da V x€R: x = x wegen x-x=0€Z;
x~y symmetrisch, da z=x-y € Z = -z=y-x € Z;

xX=y xX=y

x~y transtiv, da x~y & y~z €Z = x-y€Z & y-z€Z =
x-z=(x-y)+(y-z)EL=> x~zZ

x = y ist Aquivalenzrelation
# 2, :=[veER|y~2]=[vER] (2, v) €ER|=[yER]| (2-y) €Z]=Z
# Z|, :=2Z, Partition P= U {x*xn|n€Ny}= U {x*tn|neNy}

XER x€[0,1]

A0.2.4 Vor:A#0©, A,,A,CcX, Bewelse: A,CA, = f (A;)cCf(A,)

Bew: Bsp
a—»l f(A)={2} V x€A, gilt x€A,
A, ::;zjﬁ'.b?& f(A,)={1,2}) z.z:V yEL(A)gilt yEF (A,)
/ 3 Sei ye€f(A,), y baf =
A d d x€n : f(x)=y = >
Vor Vor

d x€en,:f (x)=y = yEf (A,)

A0.2.5 Es sei eine Funktion f:A—B gegeben. Die Mengen A;,A, seien
Teilmengen von A wahrend B;,B, Teilmengen von B seien.
Beweise: B;DB, = f 1 (B;\B,)=f"1(B;) \f*(B,)
Bew:“C"“ von < gilt zundchst nur =. Sei x€f*(B;\B,) baf &
f(x)€EBI\B, < f(x)€B; und f(x)¢€B, © x€f ' (B;) und xgf ' (B;)
BZCBI
o x€f 7 (By) \f 1 (B,)
W DY siehe oben Teil < von &

A0.2.6 Es seien X,Y Mengen #©@ und f: X— Y eine Abbildung.
Zeige fiir ACX, BCY: f(A)= [f(x)|x€A] f1 (B)= {x€X|f (x) EBJ

a)ft(Y\B) = X\f1'(B)
Bew:x€Ef 1 (Y\B) i f(x)€EY\B und x€X & f (x)€B und x€X und f (x)€Y

o x¢f 1 (B)und x€X o xeX\f1(B)

b) £ (f (A)) DA

//D0.2.3 3.) (105) f: X—Y:d)f(A):=/f(x)/ xEA/ Bild der Teilmenge ACX//
//unter f}(=[yEY/.3 xXEA: y=f(x)/), (x,y)EF.//

//e) f1(B):= [x€X/ f(x)EB///
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Bew:Seil xX€EA beliebig = f(x)€fa) = x€f(B)= £7(£(A)) B

D=0.2.33.)
B

c)f(f(B))CB
Bew:Sei y€£(f (B)) = 3 x€A=f"1(B) mit f(x)=y o y=f(x)€EB

A d.h. y=f(x)eB

A0.2.7 Sei f:X—Y eine Funktion und A,BcX und C,DCY. Zeige:

a) f (AUB)=f (A) Uf (B)

b)f (ANB)cf (A)Nf(B) und finde ein Beispiel mit f (ANB)#f (A)Nf (B)
c) £ (CUD)=£*(C)ULf (D)

d) £71(C\D)=£7"(C) \ £ (D)

A0.2.8 X#0, A,BcX, f(X)—Y Abbildung
a) £(A)\f(B)c £ (A\B)
Bew: yE€f (A)\f(B)e yEf(A) & y€&f (B)

< dx€A: y=f(x) & f(x)#y V x€B = 3d x€A\B: y=f(x))
© y=f(A\B) & f(A)\f(B)c f(A\B)
b) Bedingung fur f(A)\f(B)= f(A\B)?
Lo6s: nach a)f(A)\f(B)c f(A\B), gesucht Bedingung fiur f (A)\f(B)> f (A\B)

XEA\B = x€A, y=f(A\B)=f(x), Xx E€B, xX#X

Fall y=f(x) = f(x)€Ef(B) = ygf(A)\f(B) = £ (A\B)Cf(A)\f(B)
f surjektiv

Fall y=f(x) ~ f(x)EF(B) = yEFf(A)\f(B) = £ (A\B)cCf(A)\f(B)
f injektiv
= f injektiv = £ (A)\f(B)= f (A\B)
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