0.2 (100)Relationen, Funktionen

D0.2.1 (100)Seien X,Y Mengen #Q. Jede Teilmenge RCXxY heilt eine

Relation der Menge X zur Menge Y
R

Bez:x~y oder xRy:< (x,y)€ER, x steht in Relation zu y

Falls X=Y heiBt RcXxX=X? Relation in oder auf X

Bsp:X=[0,1], Y=[0,2] 2 R:
Rl
X~y &y =2x (0=x<1) // R,
gY euX ) A
R, /
X~y &y =X 1 . R
5 & \/
R /
x~y < x €[0,1], y €[0,2] 1/2 /
ex ey
R;=XxY (Rechteck) 1
R4

x~y e (x-0,5)%+(y-1)’=(1/4)%, x€10,1], y€[1/2,3/2]
# R={(x,y)| X , y =2 X }CXxY
eX ey  ex
#siehe auch A1.1.9. Verstandlich, wenn ,Schulrechenregeln" vorerst
#schon jetzt als bewiesen genommen werden. Die Beweise erfolgen

#allerdings erst nach 0.2, aber vor Al1.1.9

D0.2.2 (100)
1.)Eine Relation R auf X (d.h. RcXxX) heiBt,

reflexiv: < V x€X gilt xRx (d.h. (x,x)€R) D0.2.3 (105)
R R
symmetrisch: o V x,y€ X mit x~y = y~Xx
(d.h. (x,y)€R = (y,Xx)E€R)

R R
antisymmetrisch:e V x,y€EX mit x~y und y~ x = x=y
(d.h. (x,y)€ER und (y,x)€R)=> x=vy)
R R R
transitiv: < V x,y,z € X mit x~y und y~z = x~ z
(d.h. (x,y)€ R und (y,z)€ R = (x,z)€R)

#Uberlegungen: Um RCXxX zu erzeugen, dient eine Vorschrift fiir die

= 3o o

Beziehung zwischen 2 Elementen von R, die die Zugehorigkeit

dieser beiden Elementen zu R bestimmen.
R,
Bsp: x~y & X={x|x€[0,1]}, Y={ylye[0,1]} =
V xex 4 yeY: x=y, V y€Y I x€X: y=x =
(x,x)ERs = Ry reflexiv.

2.)Eine Relation R auf X (RcCXxX !) heiBt Aquivalenzrelation (AR): &

R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv

Bsp: e “=" ist AR

e R-l_={(x,x’):x<x’} ist keine AR.. keine Symmetrie!
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e X=Z , x~x’ & x-x’ ist gerade ist AR
R

Bew: x~ x & x-x=0 V x€Z, 0 ist gerade... reflexiv
x-x’ gerade = (x & x’ gerade) oder (x & x’ ungerade)=
x’-x gerade ....symmetrisch
x-x’ & x’-x’’ gerade = (x-x’)+(x’-x’’)=x-x’’ gerade = transitiv
= AR

3.)Ist R eine AR auf X, so heiBRt fir jedes x€X die Menge
R R

x| r=[xrex| x' ~ x|=[x"€X| (x",x)E~}
eine Aquivalenzklasse (AK) von x bzgl R.
Jedes X€E€x |, heiBt ein Reprdsentant dieser AK.

Bsp:
1.)X=[0,1], RCX x X=X?=[0,11x[0,1]1=[0,11% fir Ry bis Ry !!!ttrrrrrrril
X=Y
R,
Ri:={(x,x%) :0<x<1} ist keine AR, denn 1/2~ 1/2 gilt nicht

{
Ro:={(x,x):0<x<1} ist AR, x|, =(x} V¥V x€[0,1]
{(x,y):1<x, y<1} ist AR, XL%Z{[O,l” V x€[0,1]
# Beachten: R;cXxX=[0,1]1x[0,1]
R;:={(x,y) :y=x oder y=1-x} ist AR, x|&={x,1—xhj{x,x} V x€[0,1]
R

2.)X=Z, x~y:d t€Z und x=3t+y bzw y=x-3t
R
(.)x~x: x=3t+x(=y) © t=0 Reflexiv ok
R i R
(..)x~y = y~ x.. Antwort nachste Zeile
R .

X~y & x=3t+y © y=-3t+x=3 t +x symmetrisch ok

(:-'SEZ
R R
(...)x~y © x=3t;+y, y~z © y=3t,+z. Wir wollen x=3t3;tz.
x=3t;+y=3t,+3t,+z=3(t,+t,) +z transitiv ok

=3[3EZ

R
AK: 0|, ={y€X|y~0,d.h.y=0-3t,t€Z}={0,3,-3,6,-6,..}
1| ={yeX|y=1-3t,t€z}={1,-2,-5,-8...4,7,10....}
2|, =|yEX|y=2-3t,t€Z}={1,-1,5,-4,8,..}
3|, ={|yEX|y=3-3t, t€Z}=[yEX|y=3(1-t),tEZ}=0|, usw
Partition: {0 ,1L,2L} da {0, N1, N2 }=0
R
3.) X={Geraden einer Ebene}, a~b < a parallel zu b
(.)reflexiv a parallel zu a
R R
(..)a~b = b~a symmetrisch
R R R
(...)a~b = b~c = a~c transitiv
AK: unendlich viele AK, alle parallen Geraden
R
=y od
4.)X={1,2}, R={(1,1),(2,2),(1,2)} d.h. x~y e 2%
(x,x)ER V x€X ... reflexiv
(1,2)€R, (2,1)¢ R....nicht symmetrisch, keine AR
5.)Bsp fir transitiv:<...x<y, y<z = x<z

R R

6.)Auf N gilt x~y © x-y gerade, x~y & x+y gerade sind

Aquivalenzrelationen, jedoch
R

e x~y © x,(y gerade) (z.B. 1,1€R da zu x=1 nur 2,4,6,.. gehort,
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d.h. keine Refelexivitat) und
® x~y & x-y ungerade, x~y < x+y ungerade

sind keine Aquivalenzrelationen.
R

® X=7, k,neZ, k~~n & k-n gerade
(unter anderem k-0=k gerade, 2k+1-1 gerade)
0 ={k€Z |k~0} = {gerade Zahlen}={2k:k€Z}=2*Z
k—n;erade
1], ={k€Z |k~1} = {ungerade Zahlen}=2*Z+1
(ZZ+1):1gerade
Z=0,Ul|, mit 0|, N1 |, =@

R
7.)X=Q; r,s€Q, r~s & r-s gerade ganze Zahl

//3.)Ist R eine AR auf X, so heiBt flur jedes x€X die Menge
R
// X |, ={x’7€X| %’ ~x]=[x"€X]| (x',x)E ~ |
// eine Aquivalenzklasse (AK) von x bzgl R.
// Jedes XEx |, heiBt ein Repridsentant dieser AK.
reQ, [(reqQ |r-s€{2z}}
Bsp:s=15,67, r=1,67; r-s=-14

s=-15,67, r=0,33; r-s=16
= r|, =0<r<2.... unendlich viele AK
AR -
A0.2.1 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X
Losungsansatze sind nur erste Versuche...evt falsche Versuche

R
a)Zeige:V x€X ist die Menge B(x):={y€X|es gilt nicht y~ x} ist keine
Aquivalenzklasse

//D0.2.2 (100)
//1.)Eine Relation R auf X (d.h. RcXxX) heibt,

R

// reflexiv: < V xeX gilt x~x (d.h. (x,x)€R) D0.2.3 (105)
R R

// symmetrisch: o V x,y€ X mit x~y = y~x

R R
// antisymmetrisch:e V x,yEX mit x~y und y~x = x=y
// (d.h. (x,v)€R und (y,x)€R)=> x=V)

R R R

// transitiv: < V x,y,z € X mit x~y und y~z = X~z
// (d.h. (x,v¥v)€ R und (y,z)€ R = (x,2z)€ER)

//3.)Ist R eine AR auf X, so heiBt fiir jedes x€X die Menge

R R
/] x| i={x7€X| x' ~ x]=[x"€X]| (x',x)€E ~ |
// eine Aquivalenzklasse (AK) von x bzgl R.
// Jedes xXE€X |, heiBt ein Repridsentant dieser AK.

#LOs: B(x):={y€X|es gilt nicht yf'x} = {yEXI(y,X)Efi}
Sei {z€X|(z,x)¢~1} N {yEX|(y,x)¢~ 1} = 12z,yEB(X)

R
b) Zeige:Wenn ~ nur 2 Aquivalenzklassen hat so ist B(x) eine

Aquivalenzklasse
R R
#L6s: x|, 1={x'€X| (2", x)E~] A y| :={y'€X|(y',y)E~ |
R R

R R R

Annahme: Es gelte y~x = (y,X)€E~ = ((y,x)E~AN(xX,x")E~ = (y,x")E~
X=y
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R
B(x) :={y€X|es gilt nicht y~ x}

c)Zeige:Wenn es ein x€X gibt, sodass B(x) eine Aquivalenzklasse
R

ist, so hat ~ nur 2 Aquivalenzklassen.
d) Zeige:Die Aussage, V x;,X,,x3€X gilt: Wenn weder xlizq noch
xzi>g gilt, so gilt auch nicht xli>g ist falsch
e) Zeige:Die Aussage, V xi,X,,x:€X gilt: Wenn weder x1~i>9 noch
R R

X,~ X3 gilt, so gilt jedenfalls x;~ x3 ist ebenfalls falsch.

A0.2.2 Definiere auf ZxN eine Relation R durch
R

(X1, V1) ~ (X2, ¥2) © X1Y2= X2Y1

Entscheide, ob es $1ph hierbei um eine AR handelt und bestimme ggf
:, die AK.

l/ y AR
LOs:xXy,X,€EZ, Vi,V2EN, z.z.9 gfiniert eine AR ~
/ 1 R
Reflexivitat : Es sef (x*?)EEZxN = xy=xy, (x,Vy)~ (x,y)= ok, Regel ok
/

# AucH fuy (X1, yﬂ'v(xl,yﬂ muss Vorschrift

Vo) © xX1y,=X,y; gelten, d.h. sie gilt:

;Y1) © X1y1=xX1y1 ...Indices nicht mehr
a erforderlich

/] | R
Symmetrie : Es gelte/(ﬁl,yﬁ ~ (X2, V2) O XiVomRoyr P

,y’2 ~ Xl,yl) o x,y1=x1y; = X1Y,=%X,y1 = ok Regel befolgt
Transitivitat: Selen (X1, V1) s (X2, V¥2) , (X3,V3) €EZXN mit

R R
(X1, Y1) ~ (X2, ¥2) N (X2 ,¥2) ~ (X3,¥3) =

X1Yo=Xo¥V1 N XY3=X3Yo.

~So R ~
~

Zoz: (Bny) ~ (x5, Ve xy=xy:
X,y Y1Y3 T X3Y, V1Y

Es gilt X1Yy— 2=l Y I=X; -3 _"38-2 7173 =x3y; = Regel ok
Yo Y Y3 Y

R AR
= ~ 1st ~

AK: (X0, V0) k ={ (x,V) € ZxN | xoy=xyo}={ (X, V) € ZXN | x/y=%X¢/V0}

S0.2.1(103)
Vor: Sei X beliebige Menge #©@, dann gilt
1.)Ist R eine AR in/auf X, so ist die Menge aller AK von R
eine Partition von X (d.h. X ist die Vereinigung von
paarweise disjunkten AK#©®, oder X ist in disjunkte AK#Q
zerlegt: X= U (x|,)), sodass 2 Elemente aus X genau dann agquivalent

xX€X

sind, wenn sie in derselben Teilmenge liegen.
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Bew:Seien x,y€EX. Es gebe ein z€x| Nyl .
Zu zeigen x|, =y|, durck-den Schluss:
liegt ein Element-"in y| , dann auch in x|, und umgekehrt.
-~ R R

- R R R R
&ﬂ.wakfdﬁm Ve~W & Y~ Z = z~y & y~w = Z~ W = W~z =
PPt -7 AR kommutativ ARtransitiv AR kommutativ
R™ R
Z~ X = W~ X = WEX]|g.
ARtransitiv

Andere Richtung we€x|iz..=..w€ylr analog mit vertauschten Buchstaben

x und y

Andere Formulierung:
Vor: ~ eine AR auf X; x,y€EX
Aussage : X, =y oder x| Ny|,=0 <
X ist die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklasse

2.)Ist UM eine Partition von X mit M#® und definiert man eine Relation
MEeS

(zundchst keine AR) auf X folgendermalen:
xRy © J MES mit x,yEM, so ist R eine AR auf X und sc (P(X)) ist
genau die Menge aller AK bzgl R
Bew:Zu zeigen...x,y€EX, xRy & I MES: x,yEM 2?7
a)x€EX > 3 MES: xEM = xRx (refl)
# Bem:Nehme ein x€X, dazu reflexive Vorschrift
# “3d MeS: x€M” diesem ein Element zuzuordnen.
b)xRy = I MES: x,yEM = yRx (symm)
# MePartition UM, (x,y)EM', (x,y)EM''€ UM, ((x,y)N(y,x))eM’
MeS

MeS

C) 2722727
xRy A yRz = Annahme.. 3 M;,M;ES:x,yEM; vYy,zEM =
YEMlmMz;é@ (da Yy drinliegt) 3 M1:M2 = X, ZEMlez =

M _NM _ =¢€EPartition
1"

xRz (transitiv)
R ist AR

=
——
,b,c

a

Andere Formulierung:
R
Durch jede Partition von X wird eine AK definiert, wobei x~ vy, wenn x
und y in derselben Teilmenge der Partition liegen.
Bew:Umgekehrt zu 1.) sei S eine Menge von Teilmengen von X mit
U A=X und ANA’'=0 flir verschiedene Mengen A,A’€S.

A€ S
R

Wir definieren eine Relation auf X durch x~vy, wenn x und y in
einer Menge A€S liegen. Dann gilt

104



R
0)Es sei x€X = 3 AES mit xXEA = x~ X

R R
B)Es sei x~y = 3 AES mit x,yEA = y~ X
R R

Y)Es sei x~vy, y~z = 3d AES mit x,yEA; und AES mit y,z€EA,,
R
dann ist insbesondere yE€A NA, = A=A, = X,zZEA, = X~ Z
ANA'=0

Weitere Erklarung zu 1.) und 2.):
Annahme:Auf M#0© ist flir gewisse, nicht notwendig alle, Paare von
Elementen x,y auf eine nicht weiter interessierende Weise eine AR

erklart. Fir ein festes x€M betrachten wir die Menge
R
T,:={ueM:u~ x}.
Trivial: T,cM und wegen Reflexivitat gehort x€T,.
Angenommen die Mengen T,und T, seien nicht disjunkt sondern
R R
3 mindestens ein z€T,NT, = z~x und z~ y.
R
U€ET, beliebig = u~ z.

R R R R R R
zZ~ X = xXx~z > u~xund x~z = U~z = u~y = u€eT,
e —— —
Symmetrie Transitivitdt z ~y,Transitivitdt
= T«CT,.

Anolog nach Rollentausch von x und y T,CT.. T,,T: sind also
entweder identisch oder disjunkt.Sei P Gesamtheit aller T,, dann
ist P eine Partition von M. P erzeugt in der oben geschilderten

Weise eine AR P auf M.
Aus der Def dieser Relation einerseits und der Def der Mengen von P
R ~
andererseits ergibt sich die Aussage x~y & xPy. Die von P erzeugte AR
stimmt also mit der urspringlichen vorhandenen tiberein.

A0.2.3
R
a) Es sei M eine beliebige Menge#©@. Die Relation ~ auf MxM sei
R
wie folgt definiert: (xi,X,) ~ (Vi,V2): © X=V,

R

Zeige, dass ~ eine AR (auf M) ist und bestimme alle AK.
//2.)Eine Relation R auf X (RcXxX !) heiBt Aquivalenzrelation (AR): &
// R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv

//D0.2.2 (100)
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R
//Schreibweise: (x,y)€R & x~ vy, auch wenn RCXxX
//1.)Eine Relation R auf X (d.h. RcXxX) heift,

R
// reflexiv: < V xeX gilt x~x (d.h. (x,x)€R) D0.2.3 (105)
R R
// symmetrisch: o V x,yEX mit x~y = y~x
// (d.h. (x,y)ER =(y,x) € R)
R R R
// transitiv: < V x,y,z € X mit x~y und y~z = x~ z
// (d.h. (x,y)€ R und (y,z)€ R = (x,2z)€R)
Bew: #Dummys Vorabiiberlegungen
#Sei M={1,2,3,4}
# MxM: (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
# N (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
# \\ (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)
# “N(4,1) (4,2) (4,3) (4,4)
N R R
# \~ 1st Relation = ~ cMxM
\\ R
# (Y1/Y2):£1v2), (_X11X2):(3r_2)E ~o.
B L L R R
# A yl,xleM 3\}2; VoEM: (X1,X5) ~ (Vi1,¥2): © X,=y, = ~ =MxM aber
R
# falls Relatldn nicht auf MxM eventuell nur ~ cNxO
R \\
# ~ AR? x,=2, yi=2, x,=y,=2 = = (2,2) T (2,2) ...~ reflexiv?
\\\ X2:y2 X2:y2
# (2,3) ¢ (4,3) =N (4,3) = (2,3) ...symmetrisch?
-} \ -
XZ:-yZ \\ XZ:yZ
# (1,2) ‘E (4,\2\) A (4,2) F (3,2)= (1,2) = (3,2)..transitiv?
X=Y, \\ X,=Y, X,=Y,
. \\ AR
¥ BAK?: (%1, 3) L = (v1,y2) €MxM| (v1,y2) ~ (%1, 3)}={ (y1,3) EMxM|y,=x,=3}=
# [ (vi,3)] vieM} ={(1,3),(2,3),(3,3),(4,3)}
# Permutation farbig oben bei MxM
Jetzt
R
~ ist reflexiv: X=y1 = (X1,X3) ~ (X1,%X;) V X, X,EMxM =
R
~ ist symmetrisch:Seil (xi,xX2) ~ (Vi,V2) = Xo=Vi, Vo=Xp =
R
(Yir¥Y2) ~ (X1,%2) = VYV (x1,%), (y1,Y2) EMxM
R
# auch in (yi,y2) ~ (X1,%,) sind die rechts stehenden
# Elemente gleich
R R
~ ist transitiv: Seien (xi,xX2) ~ (V1,V2) ~ (21,22)
Xo=Yo N V=2, = Xp=Z, =

R
(%1, %2) ~ (21,22) ¥V (X1,%2) (Y1, Y2) (21, 22) EMXM

AR
AK: (%1, %) | = (v1, v2) EMxM| (v1, v2) ~ (%1, %) }={ (1, Vo) EMxM|y,=x,}=
{(Y1/X2)| Y1€M}
X2

(X1, X2) |R

X1
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z.B. M=R (X1,%X,) |y 1st hier Gerade durch 0,x, parallel zur
x; Achse.

Bem: R°=RxR= U (x;,x,) |y disjunkte Vereinigung
X,ER

(Partition von R?, vgl S0.2.1) x,=y, und y,=2z, = X,=2z, =

b) e Auf R gilt
R
X~y genau dann, wenn xy=0,

Aquivalenzrelation? Ggf Aqgivalenzklassen zu x=27?

Los: \
R \\
x~ vy symmetrisch, da xy=yx; reflexiv, da x*x>0,
R AN

nicht transitiv, da 1~ 0 wegen 1?@;0, 0~-1 wegen 0*(-1)=0 aber

])gy—l wegen 1*(-1)<0
Keine Aquivalenzrelation
ee Auf R gilt
R

x~ vy genau dann, wenn x-y=z€Z.

Aquivalenzrelation? Ggf zu x=2? Aquivalenzklassen?
R ~

Los: x~vy reflexiv da V x€R: x = x wegen x-x=0€Z;
R

x~ vy symmetrisch, da z=x-y€Z = -z=y-x € Z;

—

ZE€EZ=>—z2€Z
R R R
x~y transtiv, da x~y €ZAN y~z €Z = x-y€Z N y-z€Z =
R
x-z=((x-y)+(y-2z))EL=> x~ 2

~ AR
x = y ist Aquivalenzrelation ~

AR
# 2, :={yeR|y ~ 2]=[yeR]| (2, y) €r}=[y€eR] (2-y) €Z}=Z
# Z|, :=2Z, Partition P= U {x*n|n€Ny}= U {xxn|n€Ny}

X€R x€[0,1]

D0.2.3(106)

1.)Seien X,Y Mengen #©. Eine (eindeutige ) Abbildung oder Funktion f
von X in Y oder von X nach Y ist eine Relation von X zu Y (fcXxY)
mit der Eigenschaft: V x€X: 3 genau ein (3;) yE€EY mit (x,y)€ETL

Bsp:
X Y
- a a=f (1)
R e , B b=f(6), b=f(2), b=f(5)
3-.____ =7 c
4\>/i?/\\\“ d d=f (3)
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Bez:f:X-Y, y=f(x), x y=f(x)=das Bild von x unter der Abb f:

X':={f|f:X>Y}=Menge aller Abb. f: X-Y
R

Wir schreiben fiir das y mit x~ y:y=f(x) und f:X—=Y mit
x y=f(x) flr die Abbildung, kurz f oder f£().

R, R,
Bsp:x~ vy, X~y (siehe oben) sind Abbildungen
R, R,

x~vy x~y keine Abb, d.h. nicht jedem x ein y zugeordnet bzw
nicht nur ein y

Abb f

XxY
£

2.)Zwel Funktionen f;: X;—»Y; i=1,2 heiRen gleich:e
X=X, und Y;=Y, und f;(x)=£f,(x) V x€X;
Bez:f,=f, oder f.=f, auf X, (=X,)
Bem:Gilt f,=f, so ist G(f,)=G(f,) (G...Graph).

3.)Bel geg Funktion f: X—Y heilt
a)X der Definitionsbereich von £
b)Y der Wertebereich oder Wertevorrat oder Bildbereich von f

c)G(f) := {x,f(x)|x€X}= fcXxY der Graph von f oder
R=graph f={x, f (x) |xEX]cXxY
d) £f(A) := {f(x)| XEA} das Bild der Teilmenge AcX unter f.

(={yeY| 3 x€n: y=f(x)]), (x,y)€EL.
f (X) :Wertemenge von f=Im(f), fcY
e)f1(B):= [x€X| f(x)€B},d.h. das Urbild der Teilmenge BCY
Falls B nur ein Element hat, etwa b, schreiben wir auch
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f'(b) anstatt £ (B).
Beachte aber, dass f!'(b) mehrere, evtl sogar unendlich viele
Elemente haben kanni(wgéé flir mehrere x€X f (x)=y€B sein kann)

o U W N~ T
RAAAAA D
\\\//// “‘g ><

Bem:Fir f: X-Y gilt
1.)f(A)=0 & A=0
2.)fH(B)=0 o BcY\L (X) Y..(das ganze «Ei»)

3.)X1:X2 ex = f(Xl):f(Xz)
f(x1)

#
# X<<:::; ...das ist keine Funktion, da nicht 3, y€Y...gilt
# f(xz)

A0.2.4 VOf:Ai@, Al,A2CX, Beweise: Achz = f(Al)Cf(A2)

Bew: Bsp
la———*& f(A)={2} V x€A, gilt x€EA,
Aftﬁk) f(A)={1,2} z.z:V yeEf(A))gilt yeELf (A,)
/e 3 Sei yEf(A,), y baf =
AZ’{ ---- d d x€A:f(x)=y = =
Vor Vor
d xen,:f (x)=y = yEf (A,)

109



A0.2.5 Es sei eine Funktion f:A—B gegeben. Die Mengen A;,A, seien
Teilmengen von A wahrend B;,B, Teilmengen von B seien.
Beweise: B;DB, = f 1 (B;\B,)=f"1(B;) \f*(B,)
Bew:“C“ von ¢ gilt zunidchst nur £*(B;\B,)cf*(B;)\f*(B,)
= Sei x€f!'(B;\B,) baf
f(x)EBI\B, & f(xX)€B; AN f(x)€B, © x€Ef ' (B:) AN xEf " (By)
BZCBI
o x€f 7 (B)) \f 1 (B,)
W DY siehe oben Teil < von <

A0.2.6 Es seien X,Y Mengen #©@ und f: X— Y eine Abbildung.
Zeige fiir ACX, BCY: f(A)=(f (x)|x€A}; £f1(B)=x€EX|f (x)€EB]

a) £ 1 (Y\B)=X\f 1 (B)
Bew:x€Ef 1 (Y\B) <« f(x)EY\B N xEX & f(x)€B AN x€X A f (x)€EY

Def Urbild

o x€Ef 1 (B) AN x€EX o xeX\f 1 (BR)

b) £ (f(A)) DA

//D0.2.3 3.) (105) f: X—Y:d)f(A):=/f(x)/ x€EA/ Bild der Teilmenge AcCX//
//unter f. (=/yEY/ F x€A: y=f(x)]), (x,y)€EF.//

//e) f1(B):= [x€X/ f(x)EB///

Bew:Seil xXEA beliebig DTy f(x)efw <« x€Ef (B )=£1(£(A))

B

c)f(f*(B))cB

Bew:Sei yEf(f_l(B) ) iTa3) 3 XEZ:f_l(B) AN f(x)=y & y=f(x)€EB
A d.h. y=f(x)EB

A0.2.7 Sei f:X—Y eine Funktion und A,BcX und C,DCY. Zeige:

a) f (AUB)=f (A) Uf (B)

b)f (ANB)cf (A)Nf(B) und finde ein Beispiel mit f (ANB)#f (A)Nf (B)
c) £ (CuUD)=ft(C)UL* (D)

d) £ (C\D)=£*(C)\£f (D)

Eigenschaften von Bild und Urbild einer Funktion f:X—Y (108)

a) (.)f(AUB)=f (A)Uf(B) V A,BcX (..)f(uM=u f(M) V McX

MeS MeS
Bew: (.)“c™ f (AUB)cf (A)UTf (B)

Sei y=f(AUB), y baf = d x€AUB:f (x)=y

3 x€eA VvV 3 xeB:f(x)=y = 3 yef(p) vV 3 yef(B) =

yeEL (A)UL (B) : £ (x)x=y

"S5 N £ (AUB)D f(A)UF (B)

Sei yef (A)Uf(B) = yef(A) V yef(B) =

x€EA:f (x,)=y V X,EB:f(x,)=y = d XEAUB:f (x)=y
(x; V x, oder beide,eines erfiillt Bedingung auf jeden
Fall)

= yEf (AUB)

“c“ und “>%, d.h. ,=%

(..)yeEf(UMe d x€ U : y=f(x) © d MES und I xEM: y=f (x)

MeS MeS
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< 4 MeS: y=f (M) & y€ U f (M)

MeS

b) £ (ANB)cf (A)NE(B) V A,BcCX,
f(nMcn £f(M), McX

MEeS MEeS

sonstiges:A,BcX, ANB=0 und f=const, X#© = f(ANB)=0©, f£(A)Nf(B)#0

Bsp: a—»1 A={a,b}, B={a,c} = ANB= {a}

b 2 f£(ANB)=f ({a})={1}#f (A)NF (B ({a,b})Nf({a,c})=
\ 3 {1,2}0/{1,2}—{1,2} =
A\ f (ANB) C£ (A) NE (B) |/ \
\ \ / \
Bew:yef ( \h M \fi d x€ n M:y=f (x) =>/\ \
vV Mes 3 xMeN (dasselbe x V M)//A\yzf(x)\ & V MES: yeEf (M)
& yE N f (M V\MES:yEf(M) = y€e A f
Andere Formuilerung\\\ / i

Es sei eine Funktion f:A—B gegeben. 5&e Menéen A, A, seien Teilmengen von
A, wiahrend Bl,ﬁa\Tellmen@en voa B seie
)

Beweise: f (A NA,)'CE (A) NE (R3) / \ \
Los:Sei yef (A;NAy) = 3 xe(d,NA,) : )=y\2 \

vEF (&) (da x%Al) A yEE/(B, ) da XEAZ\) = yEf (A) NE (B)

c, nicht =, da. x’¢€A,NX, aber {\ ) Ef (A)) ﬁf&AQ) sein kann,

(siehe auch Bsﬁ\oben)/ N ' \
c)f1(A UN B)= f1(A) UN f(B) VA,B cY,

() £f*(uM= ufftm™M, (..) £ (N M=n £ M), McY
MeS MeS MeS MeS

Bew: (.)x€f' (U M) o d yeE U M:y=f(x) &
MeS

MeS
3 MeS A T yeM: y=f(x) © d MeS: xe€f* (M) &
x€ U £ (M)

MeS

() 7 (g M) = jyes £7 00

Beispieliiberlegungen:

8 h
9 g C

1 a £ (ANB) =£7 (A) N (B)

2 ~ b A ANB={c, d}, -Sei £f1(ANB)={3,4}

3 c | f'(a), £ (b)€R, f'(e),f(f)EB,

4 d kénnen nicht € von f'(ANB)={3,4}

D0.2.3:3,
5- e sein d?/berelts £(3)=c, f(4)=d
6 ———  f B £ (Ay=f*{a,b,c,d}={5,1,3,4}
7 £ (/ =f'{c,d,e, £}={3,4,7,6}
“1(n) mf-l(B):{5,1,3,4m{3,4,7,6}={3,4}

//D0.1.4 2.) (4)M;NM,:=[x/xEM, und xEM,///

//(D0.2.3 3.)(105) e)f'(B):= [x€X/ f(x)€EB/, Urbild BcyY//

// Bem 3.)x;=x, EX = f(x;)=f(x,)

//D0.2.3(1006)

//1.)Seien X,Y Mengen #©@. Eine (eindeutige ) Abbildung oder Funktion f
// von X in Y oder von X nach Y ist eine Relation von X zu Y (fcXxY)
//  mit der Eigenschaft: V x€X: 7 genau ein (F,) y€Y mit (x,y)€Ef
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Le-1, N N .
Bew: £ (1 M) c 0 o £ (M)
-1 m m 3 \E)
XEF T (yes M) & 3 yehhﬂlwzy=f(x)DQL4z)V MES I yEM: y=f(X) poa33e)
_ B} o, N _
V MES: x€f (M) o x€ll fT(M) e £ (Ml £
_ M N _
£ (s M) 2 ppes T (1D
V MES:XE EGS f71 (M) DO.IE?Z.) y MES 3 YZYM...abhéngig von MEM: YMZf (X) .
Da f Funktion(s Bem3), ist y, dasselbey V MES =
N/ e LN ]
3 yE€ is M: y=f(x) < x€f l,w(‘;“Mes M) = £ (e ) 2f7 (M)
f{(;LSM)=f{(M) o / g Beispielskizze flir 2 Mengen
e /;nyﬁ\ﬂf f f kann nicht sein:..3;...inD0.2.3 1.)
N / M, also ist nur © méglich
/ NN [ —< /
/ x <Y V. \\;
‘\\ P /““ \ /
‘ PN \\yw/// \
e My M
S/ \f\%/yMz ya

A0.2.8 X#©, A,BCX, f(X)—Y Abbildung

a) £(A)\f(B)c £ (A\B)

Bew:# Uberlegung: Sei y€EA A x€B A xgA: yEA A yeB V yEA = ACB
yEL (A)\f(B)® yE€L(A) A y&f (B)

= d xeA: y=f(x) ANV x€B y#f(x) = 3 x€A\B: y=f (x))
< y=f(A\B) & f(A)\f(B)c f(A\B)

b) Bedingung fur f(A)\f(B)= f(A\B)?
Los: Vorher D0.2.4 lesen
nach a)f (A)\f(B)c f(A\B), gesucht Bedingung fiur f(A)\f(B)>D f (A\B)

XEA, X €EB, x#Xx = x€A\B = y=f (A\B)=f (x)

Fall y=f(x) = f(x)Ef(B) = yg&f(A)\f(B) = £ (A\B)Cf(A)\

f surjektiv

Fall y=f(x) = £f(x)¢f(B) = yeEf(A)\f(B) = £ (A\B)cf(A)\f(B)
f injektiv
= f injektiv = £(A)\f(B)= f (A\B)
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