1(300) Axiomatische Einfﬁhrung der reellen und
komplexen Zahlen

1.1(300) Gruppen und Korper

Zahlen Einfihrungsgrund
l.)natirliche Zahlen Abzahlung
N:=(1,2,3,...]

No:={0,1,2,3,...}

2.)ganze Zahlen Losen von Gleichungen der Form
Z:=Nu{0jUu{-1.-2.-3...} x+n=m mit n,m €N.
=NuU{0JU{-n|neN} Menge der ganzen Zahlen
3.)rationale Zahlen Losen von Gleichungen der Form
Q:={§¢p€Z,q€N} x'n=m mit n,meZ.

Menge der rationalen Zahlen

4.)reelle Zahlen R Losen geometr. Aufg.
2n Einheitskreisumf
Grenzwerte von Zahlenfolgen
aus Q. x*=2

5.)komplexe Zahlen Losen quadrat.Gleichungen
x2+1=0

,Blirgerliches Rechnen™ muss nun erst mal vergessen werden. Es werden
Mengen und die Zusammenhédnge zwischen Elementen von Mengen betrachtet.
Dazu werden VerknUpfungen zwischen Elementen der Mengen definiert.

Im Folgenden werden Verkniipfungen, insbesondere 2 unterschiedliche
Verkntpfungen &,® definiert, die nicht mit den aus dem biirgerlichen
Rechnen bekannten Plus + und Mal * identisch sind, aber wie im Verlauf
der folgenden Betrachtungen ersichtlich sein wird, in gewissen
Umgebungen identisch sein kénnen (siehe (RR) in Korpern).

Mengen und Verkniupfungen

D1.1.1(300)

FEine Verknipfung ordnet durch eine Vorschrift Elementen einer Menge,
Elemente genau dieser Menge zu. Dadurch entsteht ein
Verknipfungsgebilde.

Zweistellige innere Verknipfung einer Menge:
® Menge M, mit einer auf ihr definierten Verknlipfung. Symbol: o
e M#0Q
® MxM—-M: a,b€M wird aob€M zugeordnet.
Schreibweise (M,o )
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Bsp: N={1,2,3,4..}, Verkniipfung o: + (Addition)
1+2=3€N, 2+4=6€N,...= Verknupfungsgebilde (N,o)=(N,+)

o : Division...a:b
2:5€eN = (N,o0)=(N, :) kein Verknipfungsgebilde

D1.1.2 (301)
a)Kommutatives Verknipfungsgebilde
V a,beEM gilt aob=boa & (M,o0) heiBt kommutatives Verkniupfungsgebilde
Bsp:® o: + (Addition), (N,o)=(N,+)
N={11,2,3,4.}.. 1+3=3+1€N = kommutatives Verkniupfungsgebilde

a b
3 7 20 5 7 3 28
0)=(Q,:), —iT-=—_-=oF o= —
*(Qo=Q ), Y=g =T Feiy T g
(Q, :) kein kommutatives
Verknipfungsgebilde

b) Assoziatives Verknipfungsgebilde
V a,beEM gilt (aob)oc=ao (boc)e
(M,o0) heiBt assoziatives Verknipfungsgebilde
Bsp:® N={1,2,3,4..}, (N,o)=(N,+)
(1+2)+3=6=1+(2+3)€eN = (N, +) assoziatives Verkniipfungsgebilde

e (Q,0), y=£§Q, gewahlt 2,4,6€Q,
(2o4)o6=(%§£)06=3o&=§§§=4,5€Q
20 (406) =2 456—205=3§5=3,560

= (204)06#20(406),
= (Q,0) kein assoziatives Verknupfungsgebilde

c)Verknipfungsgebilde mit Existenz von neutralen Elementen
Vor: n€M, (M,o)
Aussage: n heilt neutrales Element in (M,o)<
V aEM gilt aon=noa=a

Bsp: N={1,2,3,4..}, (N,*) (N, +) (No, +)
1*2=1 1*1=1 1+°?=1 1+0=1
2%2=2 2%1=2 2+?=2 2+0=2
3%2=3 3*1=3 3+°?7=3 3+0=3

n=1 0¢N = kein n n=0€N,

d) Verknlipfungsgebilde mit Existenz von inversen Elementen
Vor: a,neM, (M,o), (n neutrales Element)
Aussage: In (M,o) heiBlt a’€M inverses Element von a ©
aoa’=a’oa=n

Bsp: (Z,+)e n=0 (Z,+) (Q, *) (N, *)
7+ (=7) =0 4*%14_ 7% 2=1
-5+ (+5)=0 Z’/‘/§=l 2¢N =>/E| a’eN =
8 7

kein Verknipfungsgebilde
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mit Existenz von inversen
Elementen

D1.1.3(302)Menge My#© ist Halbgruppe <
(HG1) Zweistellige innere Verknipfung (Mu,o0) nach D1.1.1
(a,b,.. € Mg, (aob)oc .. € My)

(HG2) (aob)oc=ao (boc) V a,b,ceMy; (Assoziativgesetz)
Bem: Jede Gruppe (siehe D1.1.4) ist eine Halbgruppe
Bsp: (N,+), aob... 204=2+4=6€M, abgeschlossen,

(204)07=20(407)
(2+4)+7=2+(4+7)=13

D1.1.4 (302)Eine Gruppe ist eine Menge G mit Verkniipfung o
(z.B +, * usw)
GxG—G, GoG—G, (a,b)—aocb,
sodass folgende Axiome VY a,b,c€G erfillt sind:
(Gl) Assoziativgesetz (aob)oc=ao (boc)
(G2) I neutrales Element e€G, aoe=a
(G3) V a€G 3 Inverses Element a ' €G: aoa =e
(G4a) Gruppe G heisst abelsch, falls G Gruppe und aocb=boa V a,be&eG

Bem: Man sagt G ist abgeschlossen, da alle Elemente und Ergebnisse in G

Bsp:e Ist (N,+) Gruppe? Nein, denn a + e #a (0N 1)
EMN EN;n;tO EN
o0 (Z,+) Gruppe? Ja, 0 neutrales Element,
-a Inverses... (at(-a))=e=0
eee (Q,aob) Arithmetische Mittel (Q...rationale Zahlen)
(aob)+c %+g+c a b c
(acb) oc= =5 —=23'1%> 7
a(2+8)  a+bil
(ao (boc) = 2 2 = 2 2==g~+24~£ keine Gruppe!'!
2 2 2 4 4

eeee Permutationen P(M,o0), P (M)xP(M)—P (M)

// # DK3.1,1"' Permutationen ohne Wiederholungen (eigener Versuch)
// # Sei X={1,2,.,n},
// # Abbildung &; : X—X ist eine Permutation von X
bii:;ktiv
//# DK3.1.1‘'' Jede Belegung einer geordneten Menge
//# <m(a,),m(a,),.,m(ay)>, 7T bijektiv,
// n(a: ), m(as ), ., (ay )E€{ar ,as, .., ax} =X,
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/1 # heist Permutation von X.
//Analysis 1
//D0.2.5(202) Seien f: X—=Y und g:Y—Z vorgegeben, dann heift die
//Bbb.gof: X—7Z definiert durch x g(f(x)) V x€X die
//zusammengesetzte oder verkettete Funktion aus f und g
// (Komposition von f mit g)
//Bem:1.)Die Komposition ist assoziativ, aber nicht kommutativ:
// (hog) of= ho(?;of) fo(goh) = (fog)oh
// gof#fog
Bew:Vorausbetrﬁchtung, Ausgangspunkt geordnete Menge <1,2,3>

sei p=| 1! F 3 ,p=(1 2 3} p=<2,1,3>
1 3 2 2 1 3
PoP.= | 2 1' 3)=<2,3,1>
2 31
.. | 1 2 3 : : :
Bsp fur Imf: 1 2 3 ist auch eine Permutation

Bedingung kGl) Assoziativgesetz (aob)oc=ao(boc) erfillt..:

DK3.1.1 Permutationen sind Abb =
DO0.2.5
(PaOPb) PPc: (Pa (Pb) ) Pc (M) :Pa (Pb (Pc (M) ) ) :Pao (PbOPc)

Bedingung, (G2)) d neutrales Element e€G, aoe=a erfullt..:
POIij(Im(M))ZP(M) = e=Iyu(M)

|

Bedingung ,(G3) V a€G 3 Inverses Element a’'€G: aoca’'=e erfillt..
| vV P (M)EG 3,;EY§?S€S Element P! (M)EG:
J ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ bE:ktiT o

P (M) OB~ (M) =P (P (M) ) =Tay (M)

L1.1.1 (304)Sei G Gruppe

) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt

) Es gilt eoca=ace=a V a€G

) Zu gegebenem a€G ist das Inverse eindeutig bestimmt

) Es gilt a’oca=e (nicht nur aca =e)

) (a™')'=a, (ab)'=aTb™

d) Sei a€G, a’ Inverses zu a, a ~ Inverses zu a =
a‘oca=(a’ca)oe=(a’oca)o(a’oca’”)=(a’o(aca’))oa’” "=(a’oe)oa’” "=a’oa’ "=e

b) eoa=(aca’)oa=ao(a oa)=aoce=a

a) Sei € ein weiteres neutrales Element zu e = eoé€ =e

c) Sei ad eine weitere Inverse zu a =

a
b
c
d
e

Bew:
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d =eod=(a’oa)od=a’o(aod )=a’oe=a’
-1

Schreibweise: d =a = Inverse zu a
e)// D1.1.4

// (G1) (aob) oc=ao (boc)

// (G2) e€G, aoe=a

// (G3) a '€G: aoa =e

// (G4da) abelsch, aob=boa V a,b€eG

e = (at)o(a™t)*t=(a?t)oa = e = a=(a?t)?
D1.1.4(G3) D1.1.4 (G2), (G3)

e = (aob) o (aob) '=(aob)o (a™tob™) = e
D114 (G3) D114 (G2), (G3), (G4a)

D1.1.5 (304) HEG heiblt Untergruppe, falls H mit der Verknipfung von G
selbst eine Gruppe ist.

Bsp: Zzc<(Q,+)

L1.1.3 (304) H Untergruppe von G
a) Das neutrale Element von H ist das von G
Bew: Sei ey das neutrale Element von H und ey?! das Inverse in G =
e=eyoey = (egoey) oey t=eyoe=ey
b) Ist h€H, so ist h™'€H und ist das Inverse bzgl H
Bew: h€H, h’ das Inverse bzgl H = hoh'=e = h’'=h"
Bsp ® (Z,+) abelsch...3+4=4+3 abelsch,
falls M mehr als 2 Elemente hat
ee (Q*=Q(\{0},*) abelsch
e®e Pcrmutationen P (M) ist nicht a,beG

# DK3.1.1' Permutationen ohne Wiederholungen (eigener Versuch)

# cors 8

Bew: Exemplarisch fir P( 3 )
3Ele-r‘nente
12 3| (12 3) ,
1 3 2 2 1 3
aoﬁ=(1 2 3), Nebenrechnung 1= 2 3, foo= 1 2 3)
3 1 2 B @ 1
aof#Poat.
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eeee //S1.5.16(764) (Division mit Rest)
//¥ p€Z und meN I eindeutig bestimmte Zahlen g&€Z und
//r€{0,...,m-1} mit p=mg+r (Bewels siehe P15f Seite 764
# Bem: meN = reN
p/m=g+r/
Vorab zu Verknipfung modulo...noch keine Definition
Bsp: 17:5=3 st\?L\\lj;%3”“x5i2:7 5 modulo 3=2

S T

oder — —
-27:6=-5 Rest 3..-27=(-5)x6+3... -27 modulo 6=3
Sei meN, Z modulo m: a,b € Zn={0,1,2..,m-1}
Definiere a®b = Reste{0,1,2,...,m-1} von a+tb nach Division durch m
m=2, a= b= 0 1
a®b 0 0 1 NR: (0®0) :2=0 Rest 0, (0®1l):2=0 Rest 1
1 1 0 (180) :2=0 Rest 1, (1®1):2=1 Rest 0
m=3, a=| b= 0 1 2
a®b 0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
=5, a=| b= 0 1 2 3 4
a®b 0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

Feststellung (Zm,®) ist eine abelsche Gruppe

Bew: (a®b)®c=a® (bdc) °?

® Es gilt (a+b)+c=a+(btc) = Reste modulo m sind gleich.
® Neutrales Element ist 0: a+0=0

e Inverses Element, sei da€Zm, setze a =M"4d falls a0
. -~ 0 falls a=0
N 0<a'sm-1
Behauptung a’ ist Inverses zu a
1. Fall a#0: a®a‘= Rest von a+a'‘=Rest von at+m-a=

Rest von m = 0

-

m:m=1Rest0
2. Fall a=0: a®a‘'=0®0=0
o a®b= Rest von a+b=b+a = Rest von at+tb=Rest von a+b= b®a.
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D1.1.6(306) Vor: Menge Mz#Q und 2 VerknlUpfungen
@D : MgxMg—Mgz und ®: MgxMg—Mg
(Mg, ®,®)ist ein Ring
(=4
es gelten fir folgende Axiome:
e (M;,®) ist abelsche Gruppe
(R1®) (aeb)oc=ad® (bdc) €My, V a,b,ceEM:
(R2®) 3 e€Mg:ade=a V a€My
(R3®) 1 e, a’€Mz: ad®a =e V aeM;
)

(R4® a®b=b®a €My, V a,beM;
'Y (Mg, ®) 1st Halbgruppe
(R1®) (a®b) ®c=a® (b®c) €My, V a,b,ceMy
(R2®) 3 n€EMi, n=e oder n#e: a®n=n®a=a V a€M;
oo (RD®®) a® (b®dc)=a®b+a®c €My V a,b, cEM:

(a®b) ®c=a®c+b®c €My V a,b, cEM;
Bsp: Z={...-2,-1,0,1,2,..}, (Z,+,%*)
Bsp: (Z,+) ist abelsche Gruppe

In (Z,*) gilt D1.1.7 e und ee = (Z,*) ist Halbgruppe
In (Z,+,*) gilt das Distributivgesetz a* (b+c)=....
(Z,+,*) ist ein Ring

D1.1.7(306) Vor: K#£©@ wund 2 Verknupfungen
®: KKK und ®: KxK—-K
(K,®,®): ist ein Kdrper

Gruppe, wegen (K4@) abelsch
(K1®) (a®b) ®c= a® (bdc) €K, V a,b,ceK
(K2®) 3 genau ein Element neK mit a® 0 =a V aeK

oder e

(K3®) V a€K 3 genau ein -a€K mit a® (—a)= 0
odera’ od;r e

(K4®) a®b = boa €K V a,bekK
(K1®) Assoziativgesetz fiur ®: a® (b®c)=(a®b)®c V a,b,ceK
(K2®) Existenz des bzgl ® neutralen Elements Eins:

d genau ein Element n€K mit 1 und a®n 1 =a V aeK
od-e-r n oer n
(K3®) Existenz des bzgl ® inversen Elements
V a€eK\{0}, 3 genau ein Element a'eK mit a®a'= 1
odern

(K4®) Kommutativgesetz bzgl ®: a®b=b®a V a,beK
(KD®®) Distributivgesetz flir @ und ®: a® (b®c)=(a®b) ® (a®c)

Bezeichnung: rot korrespondiert mit Ring, blau zeigt Unterschied zum
Ring

Beachte, dass das Ergebnis von @ oder ® per Definition wieder zu K
gehoren muss. Wir sagen auch: ein Korper ist immer abgeschlossen bezgl @
und ®.

Sind die beiden Abbildungen Addition bzw Multiplikation, dann sind die

Elemente des Korpers Zahlen. Jeder derartige Koérper K enthidlt mindestens
2 Zahlen, nadmlich O und 1 und es gibt einen Kdrper, der genau aus diesen
Zahlen besteht:

Bem:1.) (K1®), (K2®), (K3®) bedeutet bzgl &: (K,®) ist Gruppe,
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die wegen (K4®) Abel’sch ist.

(K1®), (K2®) ,K3®) bedeuten, (K\{0}],®) ist Gruppe,
die wegen (K4®) Abel’sch ist

2.)Laésst man in (K2®) die Eindeutigkeit von 0 weg, so
folgt diese aus (K40®):
Bew:”Falsche” Annahmen: 0€K A 0 €K mit a®0=a A a® 0 =a V aeK =
0 ®0=0 A O® 0 =0 = 0 =0 ©0=00 0 =0
K4®
3.)Lasst man in (K3®) die Eindeutigkeit von -a weg, so folgt diese
aus (K1®), (K2®), (K4d®) :

Bew:a® (-a)=0, a® a =0 fir aeK

a = a ®0 = a ®((@®((-a)) = (a ®a)®(-a) = (a® a )d(-a)=
K2& Kle K4o

O (-a) = (-a)®0 = -a

K4 K2@&

4.)Analog folgt in (M2) die Eindeutigkeit der O mit (M4)und in
(M3) folgt die Eindeutigkeit wvon a ' fiur a#0 auch aus den
anderen Axiomen (K1®), (K2®), (K4®) statt &—®

Konventionen:a®b®c®d: = (a®b) ® (c®d) a-b:= a® (-b)
—a-b:=(-a)® (- b) % .= % : =a:b :=a®b ' ,b#0
b ':= inverses Element von b

zu (K3®) :Sei (a,a)€KxK\{ (0, 0)}
Ansatz: (a;, a,) ® (b,,b,) =(a;®b;-a,®b,, a;®b,®a,®b;)=(1,0)=

a,b,—a,b,=1 a, 4
171 272 unbekanntb,,b, b= —— , b= ———
a,b,+a,b,=0 e ‘+a; (af+a3)#0
172745~ a4, a¥d;
a,b,—1 a,b ab,—1 a,b a,b ab 1
NR: b,= L1 , bo=- 21 = 171 =- 21 = 21 + L1 = — =
a, a, a, a, a, a, a,
2 2 2 2
a, a, 1 a,+da; 1 a,+a;
bi(—+ —)=—= Db )= — = b ( ) =1 =
a, a, a, a,a, a, a;
Cll _(12
b= 7,2 €; geauso b,= 7( 7, 2>¢0
a;+a, a;+a,

5.)Ein Korper hat mindestens die Elemente 0 und 1

Bsp:eSei K={0, 1} mit 0®0=0, O®1=1®0=1, 191=0,
090=0, 0®1=180=0, 1®1=1
Verknipfungen als Tabelle: \
®| 0 1 ® | 0 1
0 ‘O 1 of 0 O
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1 1 0 1 0 1
alle der oben stehenden Axiome gelten, sodass K mit dieser
Definition ein Korper ist:
(Kil®) (1e0)e1=1e (081)=0, (1el)® 1=1® (181)=1 .usw
(K2®) neutrales Element 0: 160=1, 060=0
(K3®) Inverselemente 0=-0, 1=-1: 1 (-1)=181=0, 0e (-0)=0
(Kdo®) 100=001=1 ..usw
(K1®) 1® (0®1)=(180)® 1=0 .usw
(K2®) neutrales Element 1#0: 0®1=0, 1®1=1
(K3®) 1 inverses Element a '=1 V aeK\[0}, d.h fir 1, 191=1
(K4®) 180=0©1=0 usw
(KD®®) 1® (0e1)=(180)® (1®1)=1 usw

oo Geg (K,®,®) a®b=a+b+l, a®b=a+b+a*b, (K,®,Q®) Korper?
Bez: 0 ist das neutrale Element, (-a) das inverse Element

in K.
(K1®) a® (b®c)=a® (b+c+l)=a+b+c+tl+l=a+b+l+c+l=(a®b)+c+l=
(a®b) ®&cC

(K2®) a®0=a, a®0=a+0+1 = a=a+0+1 = 0=-1

(K3®) a®(-a)=0=-1, a®(-a)=a+(-a)+1l = -l=a+(-a)+1 =
(-a)=-2-a

usw
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eee 7,={(0,1,2,3}, 2=181, 3=101e1,
Definiere Addition + wie gehabt &
Multiplikation ® durch a®b= Rest von a*b
nach
Division durch m=2
3

RO wN
N RO W
WN RO
oo oo

0
0
1
2
3

N ON O L

2
0
3
2
1

w N = O
w N = O
O W N

//D1.1.7 (K3®) Existenz des bzgl ® inversen Elements
// V a€K\[0},3 genau ein Element a'eK mit a®a '=1
2®0=0, 2®1=2, 2®2=0, 2®3=2, 2®°?=1 = 2 hat kein Inverses =
Z,,={0,1,2,3} kein Korper
\

Konstruktion einés Korpers K, mit 4 Elementen:

nach obigen Betra?htungen kann Z,,={0,1,2=1®1,3=1®1®1} kein Korper

sein d.h. K, kann nicht nur aus Elementen der Form

\ 0,1,101,10161, ..bestehen =

//D1.1.7(307)
// (K2®) Existenz des ® neutralen Elements bzgl ®:
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// d genau ein Element 0eK mit a®0= a V aeK
// (K3®) Existenz eines Inverselements bzgl @:

// V a€eK 3 genau ein -aeK mit a® (-a)=0

// (K2®) Existenz des bzgl ® neutralen Elements Eins:

// d genau ein Element 1€K mit 1#0 und a® 1=a V aeK

// (K3®) Existenz des bzgl ® inversen Elements

// V a€K\{0},3 genau ein Element a'eK mit a®a '=1

// (K4®) Kommutativgesetz bzgl @®: a®b = b®a V a,beK

Annahme: 0 , 1 , a , a®l €K,, &,® ,

- - - [N —
D1.1.7(A2®),(A3®) D1.1.7(M2®),(M3®) #1,1+1,1+1+1... D1.1.7
= : adl=16®a

DLlJ@De@)
Vermutung: K, ist ein Korper;

Uberpriifung:
1®1=0 da: 1®1 # 1, 1®l#a®l, 1®l#a, sonst ware K,=Z,
180=1

//D1f127r30j)

// (KD®®) Distributivgesetz fiir ® und ®: a® (b®c)=(a®b)® (a®c)
ad®a = a®(l@l?fa®QfO, =
DLLNKB@@) DL17&D@®)

(2a®1) @ (Id1l)=(a®1) ®0=0,
//D1.1.7(307)  ~~—__
//(Kl@).Assoziat}vgesetz‘fﬁr«Assqg}étivgesetz fir &:
// (a@b)@c=a€9(b®\c) V a,b,cekK, \\\\\\\\\
// (K4d®) Kommutatiygesetz bzgl ®: a®b = b®a V a,beK__

/

(a®l) @1 = a® (1e1l)=a = 18 (a®l), (a®l)®a = -

\ DLL%K1®) DLLﬁk4eM DLLHKZ@,K1®)

(aa)®1l=1
************************ =a® (a®l)
@ 0 1 a adl 0 ist Nullelement
0 0 1 a a®l jedes Element hat genau 1 Inverses
1 1 0 a®l a Assoziativgesetz gilt
a a a®l 0 1
a®l | a®l a L

a® (a®1) #0, da spnst a=0 oder a®1=0
a® (a®l)#a, da sonst (a®l)=1
a® (a®l)#a®l, da sonst a=1l

= / \
a® (a®l)=1 ‘fAnalog (a®1l)®a=1
a®a=1®a=a®l da LT T
({a@1)®a ) ®a=(a®a) ®(1®a) Ba= Q&@a#@\@l@a@a) =
_\1\ I / T = - \ ™~
i P~ ) \.
(a®a) ©(a®a) =(a®a) ®6=I0a (siehe & Verknlpfung)
und “,“ ‘ - ~
(a@l)@(a@l)=((a@l)@a)@(l@(a@l))=((a®l)®a)®(aéﬁ%¢l®a®l=
l1el®a=0®a=a
® 0 1 a a®l
0 0 0 0 0 Jedes Element#0€K, hat 1 multiplikatives
1 0 1 a adl Inverses (in jeder Zeile 1x die 1)
a 0 a aol 1 Assoziativ- und Distributivgesetz
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ael 0 a®el 1 a nachzurechnen.

Al.1.1 Zeige:
a)V aeK:a®0=0

//Konventionen:a®b®c®d: = (a®b)® (c®d) a-b:= a® (-b)

// -—a-b:=(-a)® (-b) ;§:= 9?: =a:b :=a®b ' ,b#0
// b ':= inverses Element von b

Los: Verwendung von - siehe Konventionen.

Sei b=a®0 gesetzt, b=0?
b=a® (080)=(a®0) ® (a®0)=bdb =
0=b-b=( (b®b) -b=b® (b-b) =b®0=Db

//D1.1.7(307)
// (K1®) Assoziativgesetz fir Assoziativgesetz fiir @:

// (a®b) ®@c= a® (bdc) V a,b,cekK,

// (K2®) Existenz des @® neutralen Elements bzgl @:
// d genau ein Element 0eK mit a®0= a V aeK

// (K3®) Existenz eines Inverselements bzgl &:

// V aeK 3 genau ein -aeK mit a® (-a)=0

// (K3®) Existenz des bzgl ® inversen Elements

// V a€eK\{0},3 genau ein Element a'eéK mit a®a '=1

// (K4®) Kommutativgesetz bzgl ®: a®b=b®a V a,beK

// (KD®®) Distributivgesetz fiir & und ®: a® (b®c)=(a®b) ® (a®c)

b)Das additive Inverse -a zu einem a€K ist eindeutig bestimmt und es
gilt -a=(-1)®a, wobei -1 das additive Inverse der Zahl 1 bedeutet.

Los:Gelte a®b=0 und a®c=0.

b = b@&0=b® (a®cC) = (b®a) ®c= = (a®b) @c=0®c=c,
DLL;K2®) DLL%Kl@) DLLﬁKle)
also b=c
a+(-1) ®a = a® (1® (-1))=a®0 = a®0=0 =
DLLNKX&MKD@@) 3) DLL%K3®)

(-1)®a additives Inverses zu a.

//D1.1.7(307)

// (K1®) Assoziativgesetz fiir ®: a® (b®c)=(a®b)®c V a,b,ceK

// (K2®) Existenz des bzgl ® neutralen Elements Eins:

// d genau ein Element 1€K mit 1#0 und a® 1=a V aeK

// (K4®) Kommutativgesetz bzgl ®: a®b=b®a V a,beK

c)Das multiplikative Inverse a ' zu einem aeK\{0} ist eindeutig bestimmt
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LOs:Ann a®b=1=a®c = c = c® (a®b) = (c®a) ®b = (a®c) ®b=

[ [ -

D1.1.7(K2®) D11.7(K1®) D11.7(K4®)
1®b = b = Beh
DLL%K2®)
Al.1.2
Es sei K ein Kdérper und a,b€eK. Zeige die Binomische =
D
Formel (a®b)?= a’®2®a®b®b’ nur mit Hilfe der Kérperaéﬁome.
Hierbei ist 2: = 1®1 und x*= x®x fur x€K
//D1.1.7(307)
// (K1) (a®b) ®c= ad® (b®dc) V a,b,cek,
// (K1®) a® (b®c)=(a®b)®c V a,b,ceK
// (K2®) Existenz des bzgl ® neutralen Elements Eins:
// 3 genau ein Element 1€K mit 1#0 und a® 1=a V aeK
// V a€eK\{0},3 genau ein Element a'eK mit a®a '=1
// (K4i®) a®b=b®a V a,bekK
//(RD®@) a® (b&c)=(a®b) @ (a®c)
Bew: (a®b)?’=(a®b) ® (a®b) = (a®b) ®a & (a®b)®b =
DLL#%D@@) DLLﬁk4®)
a® (a®b) & b® (a®b) = (a®a®a®b) @& (b®a & b®b) =
DLLN%D@@) DLLﬂk4®)
(a’®a®b) @ (a®b @ b?) = a’®(a®b®a®b) &b’ =
DLLﬂKféMMMmB DLLﬂK2®)
(a2’ ®(1® (a®b)) @® (1® (a®b)) & b? =
DLLﬂ%D@e)
(a’® (a®b)® (1®1) ) ® b? = (a’®2® (a®b) ) ® b*=a’® 2Qa®b & b’

D1.1.7(K4®)
Klammern konnen wegen (K1®) und (K1®) weggelassen werden

Al.1.3 Gegeben sei ein Kdérper (K,+,*). Setze man 2:=1+1. Zeige:
Definiert man auf (K) Abbildungen & und ® durch:
a®b=a+b+2, a®b:=2a+2b+a*b+2, so erhdalt man einen Korper K*
mit Addition & und Multiplikation ®
Los:Definiere 4:=242=2*2=2*(1+1)=2*1+2*1=4
Uberpriifung der Korperaxiome fir @& und ®
(K1®)Fur a,b,ceK gilt (a®b)®c=(a+b+2)®c=a+b+2+c+2=a+b+c+4=
at (btct+4d)=a+ (b®c)+2=a® (b®dc)
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(K2®) Fir a€K gilt a®0=a & a+0+2=a < 0+2=0 < 0=-2 d.h. 0=-2
_— —

eindeutiges neutrales Element bzgl a.  —— _
(K3®)Es sei a€K. Dann gilt < a@(-aYEGW: a+(-a)+2¥—2'@
(-ra)=-a-4, d.h.-a-4 ist das eindeutige additive
Inverse zu a bzgl®
(K4®)Fur a€K gilt: a®b=a+tb+2=b+a+2=b®a
(K1®) Fur a,b,ceK gilt:
® a® (b®c)=a® (2b+2c+bc+2) =
2a+2 (2b+2c+bc+2) +a (2b+2c+bc+2) +2=
2a+4b+4c+2bc+4+2ab+2ac+abet+2a+2=
6+4a+4db+4c+2ab+2ac+2bc+abc
® (a®b)®c=(2a+2b+ab+2) ®c=
2 (2a+2b+ab+2) +2c+ (2a+2b+ab+2) c+2=
da+4b+2ab+4+2c+2ac+2bctabe+t2c+2 =

6+4a+db+4ct+2abt+2ac+Zbctabe
=
e a® (b®c)=(a®b) ®c
(K2®) VYV a#0=-2 gilt a®l1=a & 2a+2*1+a*1+2=a <«
at+2*1+a*1+2=0  (a+2) (1+1)=0 & 1+1=0 & 1=-
d.h., 1=-1 ist das eindeutige Einselement bzgl ®
(Beachte 0®1=(-2)Q (-1)=2(-2)+2 (-1) +24+2=-2=1)
(K3®) V a#0 gilt a®a'=1e 2at+2a'+aa+2=-1 =
a'(at2)=-1-2-2a o al=_ 2724 44 3°-24
a+2 a+?2
ist das eindeutige Inverse zu a#0 bzgl ®
(K4®)Fur a,beK gilt: a®b=2a+2b+ab+2=2b+2a+ba+2=b®a
(KD®®) a® (b®c)=a® (b+c+2)=2a+2 (b+c+2) +a (b+c+2) +2=
2a+2b+2c+4+abtac+2a+2 und
(a®b) ® (a®c)=(2a+2b+ab+2) ® (2a+2c+ac+2) =
2a+2b+ab+2+2a+2c+ac+2+2 d.h.
a® (b®c)=(a®b) ® (a®c)
Facit: (K,® ,®) ist Korper
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(314)Abgeleitete Rechenregeln (RR) in K:
Sei K ein Koérper. Dann gilt V a,b,c
1.) 0#1
Bew: 1= neutrales Element von K®=K\{0} = 1#0
# a®l=a, a®0=0
2.)a®0=0 ®a=a, a® (-a)=(-a)®a=0 V aeK
a®1= 1®a=a V a€k, a®a '=a '®a V a#0
Bew: folgt aus Kommutativgesetzen (K4@®), (K4®)
3.)V a,beK 3 genau ein x€K: a®x=b mit x=b® (-a)
Bew:Sei x eine LOsung von a®x=b =

(-a)® (a®x)=(-a) ®b=b® (-a) = ((-a)®a)dx=bd(-a) = 0&x=bd (-a)=
x=pb® (-a), b®(-a) ist eine L&sung, Probe:
a® (b® (-a))=(b® (-a) ) ®a=b®((-a)) ®a) =b®0=b
4.) (.) -(-a)=a, -0=0
// (K3®) V aeK 3 genau ein -aeK mit a® (-a)=0
// (K4®d) a®b = b®a V a,beK
Bew: a® (-a) = 0, (-a)®(-(-a)) = 0 und
D1.1.7_EK3GB) D1.1.77K36B)
= (-a)® a =0
D1.1.77K4®)
d.h. =(-a) ist Loésung von (-a)®&x=0 =
a=-(-a) (=x)
speziell -0=0
Bew: 0+(-0) = 0. Annahme (-0)=a#0 = O+a=a =
D1.1.77K363)
0+(-0)=a Widerspruch zu 0+(-0) = 0.
D1.1.7TK3@)
(..)-(a®b)=-a-b
Bew:- (a®b) Loésung von (a®b)®x=0 und
(a®b)® (-a-b)=(a®b)® ((-a)® (-b)) (;_Z)
(a®b)® ((-b)® (-a))=a® ((b®d (-b)))® (-a)=a® (0® (-a) )=a® (- a)
= 0
D1.1.77K3$)
-a-b ist auch Lésung der Gleichung (a®b) ®x=0
= -(a®b)=(-a)®(-b)=-a-b

2.)

4.)V a,beK, a#0. I genau ein x€K: a®x=b
namlich x=a '®b = =b®a = b/a

= Konvention
D1.1.7(K4®)

//D1.1.1 (300) (K1®) a® (b®c)=(a®b)®c V a,b,ceK //
// (M2) 1#0 und a® 1=a V aeK (M3) V aekK\/0/, a'eK, a® a'=1//
//(M4) a®b=b®a V a,beK//

Bew:folgt analog zu 2.) und 3.) aus den Axiomen (K1®)... (K4®)

5.) (@) t=a, (a®b)t=a'eb ' V a,beK, a,b#0

Bew:folgt analog zu 2.) und 3.) aus den Axiomen (KI®)... (K4i®)
6.)a®b=0 © a=0 oder b=0. Speziell = a '#0 V a#0
//D1.1.7

//(KD®®) (300) a® (b&c)=(a®b) & (a®c)//
// (K1®) a® (b®c)=(a®b)®c V a,b,ceK
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// (K2®) Existenz des bzgl ® neutralen Elements Eins:

// 7 genau ein Element 1€K mit 1#0 und a® T1=a V aeK

// (K3®) Existenz des bzgl ® inversen Elements

// V aeK\[0}, 3 genau ein Element a'€éKmit a®a '=1
Bew:“<,1.) a=0 = a®b=0®b =(080) ®b =

D1.1.7(KD® ®)
0®b®0®b d.h.
0®b ist Losung x von 00b®x=00b.
Da 0®b®0 = 0®b 2 =0®b=0
2.) b=0 = a®b=a®0=0®a=0 =

[-)

D1.1.7(KDe ®)
,=, Annahme b#0 = 3 b mit b®b*=1

= (a®b)®b'=0®b' = (a®b)®b* =0 = a® (b®b® ) =0 =
= D1.1.77K1®)
a®1 = 0 = a=0
D1.1.7-ZK2®)
zu Speziell: a ® a' 1 = a '#£0 sonst nach 6.) a® a '=0

[}

(6))

#0 D1‘1.77K3®)
7.)e(-1)®a=-a, ee -(a®b)=(-a)®b =a® (-b)

//D1.1.7 (307)

//(K3@) a®(-a)=0

//(K1®) a® (b®c)=(a®b)®c Va,b,ceK (M2)1#0 und a® 1=a V aeK
//(K2®) T genau ein Element 1€K mit 1#0 und a®l=a V aeK
// (K4®) a®b=b®a V a,beK (D) a® (b&c)=(a®b)® (a®c)//

Bew:® a = a®1 1®a, a®(-1)®a=18ad® (-1)®a =
D1.1.77K2®) D1.1.7(K4®) D1.1.7(7<DEB®)
(18 (-1)) ®a O®a =0 = a® (-1®a)=0,

D1.1.7(K3@®) 6)
a®x=0 hat die Ldésung (-1)®a = (-1)®a=-a

ee - (a®b) = (-1)® (a®Db) =
wie oben Dl.l.77K1®)

= a®((-1) ®b)=a® (-b)

D1.1.7(K1®)

((-1)®a) ®b=(-a) ®b

8.)® a® (b® (-c))=a®b® (-a®c), eea®c=a®b, a#0 = c=b
Bew: ® a® (b® (-c))=a®b®a® (-c)=a®b® (- (a®c) )

®e £s gelte a®b=a®c = a®b® (-a®c)=0 = a® (b®(-c))=0 = a;OC(idgr
6.) T
= b®(-c)=0 = c=Db



a-b:= a® (-b)

//Konventionen:a®b®dc®d: = (a®b)® (c®d)
// -a-b:=(-a)® (- b) % 1= % : =a:b :=a®b ',b#0
b ':= inverses Element von b

//

a®dec®d 4 . 4eK, b,d=0

a C
10993997 ~bed
Bew:%@% = a®b 'ec®d '= a®de d 'eb '® ce®beb '@ d =
a®deb '®d '@ cebeb '®d ! = (a®d ® b®c) ® (b'ed "=
D1.1.7(7<Dee®)
®dec®d
®d & b® ® ®d) = 4 , b,d#
(a®d b®c) (b®d) o d b, d#0
a c a®c
E;®;; = bed folgt aus (K4®) b,d#0
Bew:Z.z (ab™ ") (cd " =(ac) (bd)’
(ab’") (cd )=(ab") (cd™") (bd)(bd) ' =ab 'bcd'd (bd) '=(ac) (bd)
=1 =1 =1
a,c a®d L0
b d b®c
(z.B. in R) wird in obigen RR meist
wenn

Beim Rechnen in Ko&rpern nach D1.1.8
+ statt ® und *,x...statt ® verwendet. *,x.. wird hafig weggelassen,

e sich aus dem Zusammenhang ergibt.

Al.1.4 Wie sieht es mit der Losungsmenge zu RR4 fir a=0 aus?

//4.)V a,beK, a#0. I genau ein x€K: a®x=b

// namlich x=a '®b = —b®a ! _ b/a
D11 7“(“ Kie) Konvention

dass (-1)*=(-1)*(-1)=1 (-a)’*=a®gilt.

Al.1.5 Zeige,
Zeige

Al.1.6 Seien a,b,c,d Elemente eines Korpers.

gé:bé(a,c¢0)
ac C
// (K3®) V a€eK\[0},3 genau ein Element a'eK mit a®a'=1
Los: (ab™!) (ed™)=(ab™) (cd™) (bd)(bd) ™ =ab'b cd'd (bd)')=(ac) (bd) .
=1 =1 =1

alb ad
b) m— E (b,C,d?ﬁO)
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Al.1.7

e Es sei (K,®,®) ein Korper mit der Eigenschaft x?+y*#0 V (x,y)#(0,0).

ee Auf KxK seien folgende Verkniipfungen definiert:
(x1,%2) & (Yi,¥2) 1= (Xityi, Xoty2)
(X1, %2) ®(Y1,¥2) 1= (X1 V1imXoV2, X1Y2tXoVi)
Zeige, dass (KxK,®,®) ein Kdrper ist
Verstandnis K, ist ein Korper mit Eigenschaft e
KxK, ist ein Koérper, sofern Verknipfungen ®,® gelten,
das ist so wie unter Bew ausgefihrt. .
Bem:Wahlt man K=R (hier gilt: x*+y*>0 V (x,y)#(0,0)),so erhdlt
man hiermit, dass C=RxR ein Kérper ist.

Bew:Priife alle KOrperaxiome nach D1.1.7:
® und ® sind Abb. (KxK)x (KxK)— KxK
(Abgeschlossenheit bzgl & und ®, denn

X1+, Kot Vo, XiV1i=XoVo, X1Vt xoy €EK VO (x1%x5), (v1, v2) €EKxK)

d.h. (prz)@()’p)’z) 1= (x1+ya, Xotyr) €EKxK
(KxK ) x (KxK)
(Xl»xz)®(Y1:YZ> 1= (X1Y1mXo¥o, XiYatxoyr) EKxK
(KxK)x(KxK)

Seien (ai,a.), (bi,by), (ci,cr) € KK bel =
Zu zeigen, damit (K1®) gilt

((a1,a2) ® (b1,02)) ® (c1,c2)=(ai,a:) ®((by, b)) ® (ci,c2) ) ¢
// (K1®) (a®b) @c= a® (b&c) V a,b,cekKk
((a1,az2) ® (b1, b)) @ (cy,c2) = (artbi,axtby) @ (c1,c2) =
Def & Def 0
((a1tbi) +c1, (aztby) +c2) =((a+ (bitcy) , azt (botcy)) i
Def ®
(aiyaz) ® (bitcy botcy) = i (ar,az2) @ ((b1,0b2) )@ ( c1,c2))
Def ®

= (K1®) gilt

Zu zeigen, damit (K2@®) gilt: Existenz der Null gemal (A2)
//D1.1.7 (307) (A2) a@l=a V a€K//
// Bem:2.) Eindeutigkeit 0: a&®0=a, a®0=a ...0=0 &0=000 =0//
Fir (a;,a;) € KxK bel gilt: (a;,a;)+(0,0) = (a,;+0,a,+0)=(ai, az)

—

Def ®
= 3 0:(OI O) : KXK:(alla2)®(Ol O):(alra2) &
Die Eindeutigkeit der Null folgt aus D1.1.8 Bem 2 =
(K2®)gilt

Zu zeigen, damit (K3@®) gilt
Existenz des inversen Elements bzgl &:
// (K3®) Existenz eines Inverselements bzgl &:
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// V a€eK 3 genau ein -aeK mit a® (-a)=0

Sei (ai,az), (-ma.,-a,) € KxK bel
(a1, a2) ® (—ai, —a») i (a1t (-a1) yaxt+ (—a»)) i (0,0)

Def ® D1.1.7(K3®)
(—a, , —a, )€KxK ist additiv inverses Element von (ai,a,)

—— —
€K €K

(insbesondere existiert dieses inverse Element in KxK)
Die Eindeutigkeit des Inversen Element bzgl & folgt
aus D1.1.1 Bem 3

=

= (K3@) gilt

Zu zeigen, damit (K4@®) gilt
(ai,az) ® (b, b)) = (by,0b2) & (a1, az)
//D1.1.7 (307) (K4®) a®b = b®a V a,b€eK //
Seien Seien (ai,az), (bi,b,) € KxK bel = (a;,a,) ® (bi,b,)
= (a:;tbi, axtb,) = (bi+ai, botay) = (b1, b,) & (a1, az)

— el

Def ® D1.1.7(K4®)RR Def @
= (K4®) gilt

Zu zeigen, damit (K1®) gilt
((a1,a2)® (b1, b)) ®(ci,co)=(ar,az) ® ( (b1, b)) ®(cy,c2))

//D1.1.7 (307) (M1l) a® (b®c)=(a®b) ®c V a,b,ceK//
Seien (ai,a.), (bi,by), (ci,cr) € KxK bel =
((a1,a2)® (b1,b2))® (ci,c0) =

Def ®

(a;bi—azb,, aib,tasb:) ® (cq, C2) =

Def

(aibi—asb,) ci- (aibstaszbr) ¢, (aibi-asb,) ¢, + (aibot+azb:) ¢y

= a;b.ci—asb,ci—ab,c,—asbic,, atbic,—absctab,citasb =

K Axiom:Rechenr .
(a1 (bici=bocy) —az (bicotbocy) , ar (bicytbycy) +as (bici—bscs)
= (ai,az) ® (bici-byc,, bicotbocy) =
Def ® Def ®
(a1,a2) ® ((by,b2) ®(cy,C2))
= (K1®) gilt
Zu zeigen, damit (K2®) gilt
3 1=(x,y)e (KxK): (a;,a;)®1l=(a;, a,)
//D1.1.7 (307) (K2®) 1#0 und a® 1=a V aekK//
//4.) in (K2®) Eindeutigkeit 1 mit (K4®)//
//RR in K 6.)a®b = 0 & a=0 oder b=0 Speziell = a'#0 V a=0 V a=0//

(a1,22) ®(x,V) = (a;x - ayy , apy *ayx ) = =(a;-0, 0+az) =
Def ® 1 0 0 1 1=(x,y)=(1,0) RechenrinK
—— —— —— ——
=a =0 =0 =a,

1
(a.,a,) & Die Eindeutigkeit der Eins folgt aus Bem4 D1.1.1 = 1=(1,0)
= (K2®) gilt

Zu zeigen, damit (K3®) gilt
V oa;,a, €KN0} 3 (a;', a;' )eK\[0,0}: (a,a)®(a;', a' )=1=(1,0)

(X1, X2) ® (Y1, V2) := (X1 Vi—X2V2, X1Y2tX2V1)
Ansatz: (ai,a:) ® ( afl , agl )=(1,0) & (a; a[l -a, 0;1 =1,a; agl +a, aIl =0)
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e a (a;' )-asl

2 2, 2
a; -1 4+

a, (a;-a;(-
1 1

a;1=ﬁq/(af+af) entsprechend

61;1 =-a,/ (a:*+a:’) .
Die Eindeutigkeit des multiplikativen inversen D1.1.8 Bem 4
= ( ai,a) ®(a./ (ai’+a:?), —a,/ (a’+a:?) )=1=(1,0)
= (K3®) gilt
Zu zeigen, damit (K4®) gilt
(ai1,a2) ® (b, by) =(b;,b;) ® (ai, az)
//(300) (M4) a®b=b®a V a,bEK//
(ai,az), (b1, by) € KxK bel: (ai,a2) ® (by, b)) =

Def@
(a;bi—azb,, aib,tasby) i (biai-bsaz, biastbra;) 3
(RR) Def ®

(b1,02) ® (a1, a2)
= (K4®) gilt
Zu zeigen, damit (KD®®) gilt
(a1,a2)® ( (b1, b)) ®(ci,c0))=((ar,az) ®( (b, b2)) ®( (ai,a2) ®(ci,c2))
//(307) (D) a® (b&c)=(a®b) & (a®c)//
Seien (ai,a.), (bi,by), (ci,cy) € KxK bel =
(a1,a2)® ((by,b)®(Cci,c0)) = (ai,a2) ®(bitcy, betey) =
Def & Def @
((a1(bitcy) —(az(batcy) , a1 (betcy) +az (bt i) )=
Rechenr., Axiome, insbes (D) in K
(a;b;ta;ci—aby—asc,, a;byta;c,tasb+ascy) =
Rech;;rinK
((aib1-a:b;) +(a:c1-a,C5) 4 (aibstasby) + (aictascy)) =
De;$
(2101-a0,, a1b,+as01) ® (a1ci-axcy, a1cota,c) =
Def@
((a1,a2) ® (b1, 02)) @ ((ai,az) ®(ci,C2))
beachte: ® bindet stadrker als & (Punkt vor Strich)
(KD®®) gilt

Bem:Wahlt man K=R, (hier gilt: x°+y*>0 V(x,y)#(0,0)),so erhalt
man hiermit, dass C=RxR ein Kdérper ist.
In C=RxR schreibt man anstelle von (x;,x,):x+1iy wobei

i=(0,1)

Anstelle von ® und ® benutzt man die Symbole + und *, also
(x1+1x5) +(y1+iys) = (Xityr) +1 (Xot+y2)

(x1+1x5) " (yitiye) 1= (Xy1=X2V2) +1 (X1y2+X2y1)

Nach A1.1.7 ist (C,+,*) also ein Korper, d.h. man kann wie
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gewohnt rechnen. Beachte noch:

i=(0,1) i?2=i*i=(0+1*i)* (0+1*1) = (0-0-1*1)+(0*1+1*0) 1=
De;\jon-
-1+0*i=-1 also i*= -1
i’=(0,1)*(0,1)=(0-1,040)=(-1,0)=-1

//D1.1.4 (302)Eine Gruppe ist eine Menge G mit Verkniipfung o
// (z.B +, * usw)

// GoG—G, (a,b)—aochb,

// sodass folgende Axiome V a,b,c€G erfiillt sind:

// a) Assoziativgesetz (aob)oc=ao (boc) # (K1®) in Korper K
// b) A neutrales Element e€G, aoce=a # (K2®) 1in Korper K
// c) ¥V a€eG 3 Inverses Element a '€G: aoca’'=e # (K3®) in Korper K

//Bem:Man sagt G ist abgeschlossen, da alle Elemente und Ergebnisse in G

//L1.1.1 (303)Sei G Gruppe

// b) Es gilt eca=ace=a V a€G

// d) Es gilt a’oa=e (nicht nur aca’ =e)

//siehe A0.2.20

//Es seien X,Y Mengen #@ und f:X—Y eine Abbildung. Zeige:

//c)f bijektiv & I g:Y—>X mit gof=id, A fog=id,.

// Dieses g ist, falls vorhanden, eindeutig bestimmt.

Al.1.8 Es sei (G,o) eine Gruppe und a€G (fest).
Beweise, dass die folgenden Abbildungen bijektiv sind, und gib
jeweils die zugehdrigen Umkehrabbildungen an.

Bem:Wir zeigen die Bijektivitat von f mit Angabe eines g:G—G mit

gof=ide=fog

Dann ist f'= g
a) f:6-G, x-x*' (x' sei das inverse Element zu x in der Gruppe G )
Los:y=x"' e x=y!; f(x):=x"

Sei g:=f = (gof) (%) (fof) (x)=f(f(x)=f(x ) =(x"1)""'=x V x€G =

:. . . . _1: _
fog f:; gof=1idg AQ;ZOd f bijektiv und f7'=f (=g)
b) £:G6-G, x-aox

Los: a' sei das inverse Element zu a in der Gruppe G

y=aox < a loy=a 'o(aox) © aloy=(altoa)ox & aloy=eox <& x=a oy

Geg.: x—aox d.h. f(x):= aox.

Definiere g: G—G g(x):= a’tox =

(gof) (x)=g (f (x))=g(aox)=a"'o (aox) = (a'oa)ox = =eox = Xoe
D1.13a) L11.d) L111b)

=x V x€G und
(fog) (x)=f (g (x))=f (atox)=ao(atox)=(aoa™)ox=eox = Xoe=X =

L1.1.1b)
gof=ids=fog, deshalb f'=g = f bijektiv

c) £f:6-G, x-xoa

Los: f(x)= xoa
Definiere g:G—G, g(x)= xoa! = analog a),b)
(gof) (x) =g (f) (x)=g(xo0a)=(xoa)oa’ =xo(acat)=xol=x V x€G und
(fog) (x)=(f(g)) (x)=f (x0a™')=xo(atoa)=xo0l=x V x€G

= gof=ids=fog = f bijektiv V f' =g

Al1.1.9 Es sei K ein Kdrper und a€K (fest). Auf K seien die
Relationen | und ~ wie folgt definiert:
xly: © 3 ceK mit y=c*x
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x~y: & al (x-y)

a)Ist die Relation | reflexiv, symmetrisch, transitiv?
Los:1. Moglichkeit
//(RR) in K (304) 1.)... a®l=1®a=a V a€K ...//
//6.)a®b = 0 < a=0 oder b=0, Speziell = a'#0 V a#0//
(.)| ist reflexiv: x|x V x€K,
denn x = 1*x V x€K (d.h. Wahle c=1€K)

RR1.)
(..)] ist nicht symmetrisch:es gilt
110 (denn 0 = 0*1, wahle c=0€K) aber
6.)
041 (d.h. nicht 0|1, 0 teilt nicht 1),
denn falls 0|1, dann 3 c€K mit 1 = ¢c*0 =0 Widerspruch da 1#0
6.)
(...)] ist transitiv:Es sei x|y und vy]|z,
d.h. 3 cic,€EK: y=c,;*x und z=c,*y =
Z=C,*y=C,* (C,*X) = (c,xc;) *x und cic.€K = x|z

———
D1.1.7(K1®) €K

(o)

Bem:Die obige Rechnung stimmt immer noch, wenn K durch
einen kommutativen Ring ersetzt wird (z.B.Z)

2.Méglichkeit: Wegen x|y V xe€K\[{0], V yeK

(Wahle ¢ = 2 ) und (0|yey=0) gilt:
X

x|y © (x=0 = y=0) bzw (x#0 oder y=0)
= |reflexiv (da x=0 = y=0)
Inicht symmetrisch (z.B. x=0 und y=1)
|[transitiv (aus x=0 = y=0 und y=0 = z=0
folgt x=0 = z=0
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b) Zeige, dass ~: x~y: & al (x-y) eine AR ist und bestimme alle
Aquivalenzklassen. (Hinweis:Unterscheide die Falle a=0 und a#0)

//D1.1.4 (302)Eine Gruppe ist eine Menge G mit VerknUpfung o

// (z.B +, * usw)
// GoG—-G, (a,b)—acb,
// sodass folgende Axiome VYV a,b,c€G erfillt sind:

// a) Assoziativgesetz (aob)oc=ao (boc)

// b) I neutrales Element e€G, aoe=a

// c) V a€G 3 Inverses Element a €G: aoa =e

//Bem:Man sagt G ist abgeschlossen, da alle Elemente und Ergebnisse in G
//D1.1.6(306) Vor: Menge Mz#@ und 2 Verknipfungen

// @B : MgxMg—Mz und ®: MyxMz—Mi

// (Mg, ®,®)ist ein Ring

// <

// es gelten fir folgende Axiome:

// e (M;,®) ist abelsche Gruppe

// (R1®) (aeb)oc=ad® (bdc) €My, V a,b,ceEM:

// (R2®) I e€Mg:ade=a V a€M;

// (R3®) 1 e, a’€Mz: a®a =e V aeM;

// (R4®) ad®b=bda €My, V a,beM;

// 'Y (Mg, ®) 1st Halbgruppe

// (R1®) (a®b) ®c=a® (b®c) €My, V a,b,ceMy

// (R2®) I n€EMy, n=e oder n#e: a®n=n®a=a V a&EM;

// oo (RDO®) a® (b&c)=a®b+a®c €Mz V a,b,ceEM;

// (a®b) ®c=a®c+b®c €My V a,b,ceEM;

Bew:1. Moglichkeit benutze nur Eigenschaften eines kommutativen Ringes
(z.B.Z)

xly: © 3 ceK mit y=c*x
x~y: € al (x-y)

(.)~ ist reflexiv:Wegen 0=0-a (mit c=0 ) gilt a|0=x-x = x~x
(..)~ ist symmetrisch: Sei x~y = a|x-y = § ceK: x-y=ca =
y-x=- (-y) —x=- (~y+x) == (x+ (-y) ) == (x-y) == (ca) = (—c) a = al|y-x
Tk
= y~Xx

(...)~ 1ist transitiv: Seien x~y und y~z = alx-y und aly-z =
= c;,c€EK mit x-y=c;a und y-z=c,a =

x-z Z (x+0)-z T (2t ((-y)ty))-z _ ((x+(-y)) +y)-z=
(A2) Rechenr1) D11.7(K1e)

((x+(=y))+y) +(-z)=(x+(-y)) +(y+(-2))= (x-y)+(y-z)=

ciatc,a= a(citc,) =(c,+c,) a= alx-z = x~z

€K

2. Moglichkeit
l1.Fall:a=0: x~y & x=y
(denn:0|x-y & $§ ceK f:y

=x+(-y
~ ist AR da = eine AR ist
2.Fall:a#0: x~y V x,y€EK denn a|x-y & $§ ceK: x-y = c*
wahr V x,yeEK (Wahle c= (x-y)* a!, beachte a#0)
| x|, fallsa=0
K, fallsal0

Es macht wenig Sinn, diese x~y Relation in K zu
betrachten.

=c*0=0 < x=-(-y)=y) =

a
d.h. ~ AR

AK: x|. = {yeK |y~x|=

Pararars
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D1.1.8 (325) Die Charakteristik von Ko&rper K
char (K)=das kleinste m&N mit 1+1+..+1=0 falls es dieses m gibt.

[ ——
! mmal

Falls es dieses m\@ight~gibt7/§elte char (K) =0
Bsp: FzﬁeiLe~366’“/_“\
S$1.1.1 (321) char(F.=Zp)=P (P eine Primzahl)

Bew: Annahme chr (K)=m 3st keine Primzahl = m=dk; d,keN; d,k=2

Sei k=1+1,+.+1, €K, d=1+1+.+1, €K =

[ \ —_
kmal | dmal
d k=(1+1,+.+1, ) (L+1,+.+1, )=1,+1,+..+1, =0 = d oder k=0 =
_ —_— —_— d,k<m
kmal ' dmal d xk mal ’

Fall d=0, k#0 = L+L+..+1,=0 =
\‘_\,_/

' d<mmal
| d <m ist kleinste Zahl 1, +1,+..+1, =0
\ —
| dmal
Widerspruch zu m kleinste meN mit 1+1+..+1=0
[ —

mmal
Fall k=0 analog
= Annahme falsch = char (K)ist Primzahl
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