Analysis
(1) 0 Vorbemerkungen

(1)0.0 Abkiurzungen, Vorbemerkungen, Beweismethoden

Abkiirzungen, soweit sie sich nicht aus dem Zusammenhang erklaren:

v :fir alle 3d: es existiert 3,: es existiert genau ein
Vor.: Voraussetzung Beh.: Behauptung L&s:Losungen

Bew : Beweis Bez: Bezeichnung baf: beliebig, aber fest
Dx.x.x: Definitionx.x.x

Sx.x.x:8atz x.x.x (xxxx): Seite xxxxX

" logische UND Verkiipfung
¥ logische ODER Verkiipfung (evt enthdlt der Text noch unkorrigierte
Verwechslungen von " und ", sollte aus dem
Kontext ersichtlich sein)
n
> k=14+2+...+n, i ar=aetait..
k=1 k=0
#....#:eigene Uberlegungen

//kursiv// : kursiver Inhalt zum Ersparen des Zuriickblatterns! Falls
doch: Seitennr in Klammern.

Fast alle Lemmas oder Hilfssatze habe ich als Satze bezeichnet. Das wird
evt nochmals iberarbeitet und riickgdngig gemacht.
Manche Aufgaben habe ich ohne Ldsungen aufgenommen.
Mengen in GroBbuchstaben K, R, M.
b, bedeutet meist, dass b von x abhangt
————— Hinweise auf Strukturen in den Gedankengangen
<: 5 ist kleiner als 10 >: 10 ist grobker als 5
Bsp x<5: x ist kleiner als 5 oder x ist gleich 5
Bsp x=6: x ist grober als 5 oder x ist gleich 5
6124: 6 ist Teiler von 24, d.h. 24 geteilt durch 6 ist 4 Rest O
-B eine Aussage B ist nicht wahr,

Bsp A: Kuh ist ein Saugetier, B: Kuh gibt Milch

=B : Kuh gibt keine Milch, —A : Kuh ist kein Sadugetier
A = B :Aus A folgt B, oder A impliziert B, oder

Aussage Aussage
A ist hinreichend fir B, oder B ist notwendig fir A
(denn, wenn B nicht gilt, dann kann A auch nicht gelten)
A < B : A ist &aquivalent zu B, A gilt genau dann, wenn B
Au;sage Aus;age
gilt, A ist notwendig und hinreichend fir B.
A > B und B > A
Beweismethoden



Gegeben seien 2 Aussagen A und B. Es soll die Implikation A = B,
d.h. ein Satz mit Vor. A und Beh. B bewiesen werden.
Schema: Satz Vor. A, Beh. B, Beweis.

a)Direkter Beweis
Man leitet aus A, mittels friher bewiesener wahrer Aussagen,
B direkt aus A her.

Definitionen und Satze fir Schritte zu folgenden Bsp werden erst spater
behandelt. Die Schritte sind aber trotzdem aus ,Schulwissen“ einleuchtend.
Es kommt hier nur auf das Verstehen der Beweismethoden an.

b) Indirekter Beweils
Man leitet aus der Negation von B die Negation von A her:
B = —-A ist logisch &dgquivalent mit A = B.

c) Widerspruchsbeweis
Ausgehend von den Aussagen A und —B leitet man einen Widerspruch zu
bereits bewiesenen (wahren!) Aussagen her.
Also kann —B nicht wahr sein, d.h. B ist wahr (tertium non datur)
B: A = B und B = A wie bei a), b), c)
e)Man zeige Uber Zwischenaussagen A, ... A,(die wahr sind!)
A e A @ A, ...A, < B
# Bem: (A = B A -A = -B) = (A < B)

f) Beweilis durch Induktion siehe P1.5

0.1 Mengen (3)

D0.1.1(3)

Zusammenfassung M, von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer
Anschauung oder unseres Denkens, welche die Elemente von M genannt werden,
zu einem Ganzen.

Bem:bestimmt — fir jedes Objekt muss entscheidbar sein, ob es
zur Menge gehdrt oder nicht
wohlunterschieden— jedes Objekt kommt hdchstens 1x in M vor

Obige Definition ist unbefriedigend, wird aber im folgenden benutzt, da
eine genauere axiomatische Begriindung der Mengenlehre den Rahmen sprengen
wlrde.
Bez:x€EM & Objekt x ist Element von M

xXZ€M < Objekt x ist kein (nicht)Element von M.

Niemals gilt MeM

D0.1.2(4)

M; und M, heiBen gleich, M;=M;:<

Beide Mengen bestehen aus den gleichen Objekten, oder x€M; & x€M,
(& genau dann, wenn)



Bem:Eine Menge kann definiert sein durch
1.)eine Aufzahlung ihrer Elemente, z.B. M = {a,b,c,...,z} oder
2.)durch Charakterisierung, bzw Beschreibung ihrer Elemente x
durch eine Eigenschaft E(x):
M=(x|E (x) |=[x|x hat die Eigenschaft E(x)]

Im folgenden betrachten wir nur Mengen, deren Elemente mathematische
Objekte sind, die jeweils zu einer festen Grundmenge gehOren.

0.1.3(4)
)Die Menge, die keine Elemente enthédlt, heilt leere Menge O
)Eine Menge M; ist Teilmenge einer Menge M,:&
V xeM; gilt x€M, oder V x€M,: x€M, oder x€M;, = xEM,
Bez: M;cM, oder M,DM,
3.)M; heiBt echte Teilmenge von M,:< M CM, und M;#M,
Bez:McM,.
*

Bem:1.)Fir 2 Mengen M;, M, gilt M;=M, & M;cM, und M,cM;
2.)Fir 2 beliebige Mengen M; und M, braucht nicht
M;cM, oder M,cM; zu gelten.

D
1
2

Folgerungen:Fir Mengen M;,M,,M; gilt
1.)M;cM, und M,CcM; kurz M;CM,CM; Transitivitat = M;CM;
2.)M;cM; = Reflexivitat
3.)ocM;

(4)D0.1.4(4)

Seien M;,M; Mengen, dann heiBt

l.)Mﬁﬂ@:=bdx€Nh oder XEMJ die Vereinigung von M; und M,
Allgemeiner: Sind A; , fur j&€J, beliebig viele Mengen, so ist deren
Vereinigung Uje; Ay ={x:3 j€J, mit x€A;}
(J Indexmenge entsprechend der Zahl der Mengen)

2.)MﬂWM2F%x¢x€Nh und xEMﬂ der Durchschnitt von M; und M,
Allgemeiner:Sind Ay, fur j&€J, beliebig viele Mengen, so ist deren
Durchschnitt Nje; A5 ={x:x€A; VIET} jes

3.)M\M, := {x|x€M;, und x¢M,] die Differenz von M; und M, oder das
Komplement von M, relativ zu M;

4.)M; und M; disjunkt:e M NM,= ©

D0.1.5 (5)
Ist M;cM,, so heiBt A{F:= M,\M;, das Komplement von M; in M, oder von M; bzgl
M, (Ober-, Grundmenge M, muBR bekannt sein)

D0.1.6(5)
Ist M eine Menge, so heift P(M):= {A|ASM} die Potenzmenge von M
(= eine Menge von Mengen oder Menge aller Teilmengen von M, d.h. Elemente
von P (M) sind Teilmengen von M)
Bsp:1.)M=(5,6, 7}
Pw={@,{5},(6},{7},(5,6},{5,7},{6,7},(5,6,7}} Anzahl 8=2°
2.)2={1,2,3}, Pan={A;:1<j<8} mit A=0,A,={1}, As={2},



A={3}, As={1,2}, As~={1,3}, A={2,3}, As~{1,2,3}

3.)M=0, P(@)=|0}], PP(@)) =0, @ ]
P(O)
P(P (P () =[o, o , o, o]
P(P8)  P(PE)  PIP(D))
D0.1.7(6)
Sind M; und M, Mengen, so heift die Menge M;*M, :=((x,y)| x€M, und y€M,} das
kartesische Produkt von M; mit M, (=Menge aller geordneten Paare (x,y) aus

XEMl ’ YEMZ)

Beachte:Bei den Paaren kommt es auf die Reihenfolge an. (a,b)#(b,a), auBer

a=b

AllgemejjlzI]iAi=A1*A2*m*An:={(al,azpu,an)IaiEAi,i=l,2,.“,n}

i=1

n
Falls ein A,=0 = HA1=®

i=1
Sind alle A; gleich, ist das n-fache kartesische Produkt A":= I]:A
i =1

Bem:1.) (X1,V1), (X2, ¥2) EMixM,. Dann gilt (x1,y1)=(X2,¥2): © x:=x, und yi=y>
2.)(x,y)#(y,x) fur x,yeEMxM,, X#Yy

Rechenregeln,Folgerungen zu Mengen (9)
1.)Flir jeweils beliebige Mengen M;, M,, M3 gelten die
a)Kommutativgesetze
M,UM, = M,UM,; MM, = M,NM;

b)Assoziativgesetze
(MUM,) U M; = M; U (M;UM;), (MiNM;) N My = M; N (MNM3)

c)Distributivgesetze
M N (MUMs) = (M:NMz) U (MyNMs) , M U (MpNM3) = (M;UMz) N (M UMs)
2.)Fir beliebige Mengen M;, M, gilt
a)MUM, = M, > M CM,
byMUd = M;, MiNo = ©
c)McM, = (M;¢) €=M
d) (M;UM,) € = M; €NM, < (M;NM;) €= M; € UM, ¢ Morgansche Regeln
Allgemeiner:
Sind Ay, fir j€J, eine beliebige Anzahl von Teilmengen einer festen
Grundmenge X, so gelten:
X/ ( Ujes BAy)=Nyjes (X\A3), X\ (NyesBy) = Ujes Ay (X\Ay)
Das Komplement einer Vereinigung ist der Durchschnitt der Komplemente.
e)M;CM, (CM;) < M,° cM © .

Bem:Dualitéatsprinzip. Bei Komplementbildung finden folgende
Vertauschungen statt:

D0.1.8(10) Sei S#© ein System von Mengen (= Menge von Mengen),
dann heiBt
1.)die Menge U M:= (x| 3 MeS: xeM]|
MEeS

die Vereinigung aller Mengen aus S
2.)die Menge n M:= {x| V MES: xeM|
MeS



der Durchschnitt aller Mengen aus S
3.)das System S (paarweise) disjunkt:e
v Ml, M2€S, M1¢M2 . MlmMz = Q

Bem:Die Morgan’schen Regeln gelten fir beliebige U N, d.h., falls
flir ein System von Mengen S#©@ und eine Menge a7 gilt: MC a7 :
VMES (.) (U)C= n c, (..) ( m)c= M C

vres
MeS MeS

RR 2c) M,CM, = (M, C) C= M,

Bem: S=0: | M := ©

D0.1.9(11) Partition

Seien X eine Menge, P:={P;,P,,..} € PWM), P,,P,,..#0.

Falls X=uU P, A ((P:=P;) V (P;NP;=@)) V P;,P;, heiBft P Partition von X

0.2 (100)Relationen, Funktionen

D0.2.1 (100)Seien X,Y Mengen #0Q. Jede Teilmenge RCXxY heilt eine

Relation der Menge X zur Menge Y
R

Bez:x~y oder xRy:e (x,y)€R, x steht in Relation zu y
Falls X=Y heiRt RcXxX=X? Relation in oder auf X

D0.2.2 (100)
1.)Eine Relation R auf X (d.h. RcXxX) heiBt,

reflexiv: < V xeX gilt xRx (d.h. (x,x)€R) D0.2.3 (105)
R R
symmetrisch: = V x,y€ X mit x~y = y~Xx
(d.h. (x,y)€ER =(y,x)€ER)
R R

antisymmetrisch:e V x,yEX mit x~y und y~ x = x=y
(d.h. (x,y)€ER und (y,x)€R)=> x=Yy)

R R R
transitiv: o V x,y,z € X mit x~y und y~z = x~ z
(d.h. (x,y)€ R und (y,z)€ R = (x,z)€R)
2.)Eine Relation R auf X (RCXxX !) heiBt Aquivalenzrelation (AR): &

R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv

3.)Ist R eine AR auf X, so heiBRt fir jedes x€X die Menge
R R
x| i=[xrex| x' ~ x|=[x"€X| (x",x)E~}
eine Aquivalenzklasse (AK) von x bzgl R.
Jedes x€x |, heiRt ein Reprédsentant dieser AK.

S0.2.1(103)
Vor: Sei X beliebige Menge #©@, dann gilt
1.)Ist R eine AR in/auf X, so ist die Menge aller AK von R
eine Partition von X (d.h. X ist die Vereinigung von
paarweise disjunkten AK#®, oder X ist in disjunkte AK#Q
zerlegt: X= U (x],)), sodass 2 Elemente aus X genau dann aquivalent

xeX

sind, wenn sie in derselben Teilmenge liegen.

2.)Ist UM eine Partition von X mit M#©® und definiert man eine Relation
MeS

(zundchst keine AR) auf X folgendermalen:

xRy < J MES mit x,yEM, so ist R eine AR auf X und Sc (P (X)) ist
genau die Menge aller AK bzgl R



Andere Formulierung:
R

Durch jede Partition von X wird eine AK definiert, wobei x~ vy, wenn x

und y in derselben Teilmenge der Partition liegen.

D0.2.3(108)
1.)Seien X,Y Mengen #Q@. Eine (eindeutige ) Abbildung oder Funktion £

von X in Y oder von X nach Y ist eine Relation von X zu Y (fCXxY)

mit der Eigenschaft: V x€X: 3 genau ein (3,) y€Y mit (x,y)€Ef

Bez:f:X-Y, y=f(x), x y=f(x)=das Bild von x unter der Abb f:

X':={f|f:X>Y}=Menge aller Abb. f: X-Y
R

Wir schreiben fiir das y mit x~ y:y=f (x)

x vy=f(x) flr die Abbildung, kurz f oder f ().

und f:X—=Y mit

2.)Zwel Funktionen f;: X;—Y; i=1,2 heiRBen gleich:e
X=X, und Y;=Y, und f,;(x)=f,(x) V x&€X;
Bez:f,=f, oder f,=f, auf X, (=X,)
Bem:Gilt f,=f, so ist G(f;)=G(f;) (G...Graph).
3.)Bel geg Funktion f: X—Y heillt

a)X der Definitionsbereich von £
b)Y der Wertebereich oder Wertevorrat oder Bildbereich von f

c)G(f) := {x f( |X€XJ_ fcXxY der Graph von f oder
R=graph f={x, f (x) |x€X]cxXxY
d) £f(A) := {f(x)| XEA} das Bild der Teilmenge ACX unter f.
(={yeY| 3 x€n: y=f(x)]), (x,y)€EF.

f (X) :Wertemenge von f=Im(f), fcY

B},d.h. das Urbild der Teilmenge BCY

e)f 1 (B):= [x€X| f(x)€
schreiben wir auch

Falls B nur ein Element hat etwa b,

f'(b) anstatt £ (B). ~_
Beachte aﬁer, dass f!'(b) mehrere, -
)( Elemes: kann (weil fir me

unenglich viele
sein kann)




Bem:Fir f: X-Y gilt
1.)f(A)=0 o A=0
2.)f 1 (B)=0 o BcCY\L (X) Y..(das ganze «Ei»)

3.)x1=x%X, €X = f (x1)=f(x,)

Eigenschaften von Bild und Urbild einer Funktion f:X—Y (108)

a) (.)f(AUB)=f(A)Uf(B) V A,BcX (..)f(uUM=uU fM) V McX

MeS MeS

b) £ (ANB)cf (A)NE(B) V A,BcCX,
f(nMcn f(M), McX

MeS MeS
sonstiges:A,BCX, ANB=® und f=const, X#©@ = f(ANB)=0, f(A)Nf(B)#0Q
c)f'(A UNn B)= f'(A) Un £'(B) VA,B cY,
() ' (uM= v fftm™M, (..) £ (N M=n £ M), McY

Mes MeS MesS MeS

D0.2.4(200) Eine Abbildung (Funktion) f: X—Y heilt
1.)injektiv (eindeutig) oder Injektion: <
V %1, xEX mit x1#x, = £ (x1) #f (%),
d.h. jedes y€Y hat max 1 Urbild x€X mit y=f (x),
d.h. f(x)=f(y) = x=y
2.)surjektiv (Surjektion) (Abb von X auf Y): & Y=f(X),
(d.h. fir V y€Y d mindestens ein x€X: y=f (x)),
3.)bijektiv oder Bijektion: & f ist injektiv und surjektiv
Zu jedem y€Y gibt es genau ein x€X mit f (x)=y.
In diesem Fall heiBt die Funktion/Abb. f':Y— X definiert durch
fl(y) :=x fur y=f(x) die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion oder
inverse Funktion zu f, yax, wobei x dasjenige Element aus X
sei, flir das y=f(x) gilt.
Eine Bijektion f: X—>X heilt Permutation von X

Bem:1.)Falls f nicht bijektiv,
so existiert keine Umkehrfunktion auf Y
2.)Achtung:f*(B) Urbild ist verschieden von f*'(x) der



Umkehrfunktion

10.2.1(201) Vor: X endliche Menge. f: X—X
Aussage: a) f injektiv b)f surjektiv c) f bijektiv sind aquivalent.

S0.2.2(201)

Es sei eine bijektive Abbildung f:X—Y mit Umkehrfunktion
f1:Y->X gegeben, dann gilt:
1 (f(x))=x V x€X und f (f'(y))=y V yeEY

D0.2.5(204) Seien f: X—Y und g:Y—Z vorgegeben, dann heilt die Abb.gof:
X—7Z definiert durch x g(f(x)) V x€X die zusammengesetzte oder
verkettete Funktion aus f und g (Komposition von f mit qg)

Bem:1.)® Die Komposition ist assoziativ:
(hog)of= ho(gof); fo(goh) = (fog)oh
®e® sber nicht kommutatiwv
gof#fog (siehe auch A0.2.15 S 205)

2.)S8ind f:X—=Y und g:Y—7Z bijektive Abb, dann ist auch
gof:X—7 bijektiv und die Umkehrfunktion (gof) *:Z—X
ist gegeben durch (gof)-'=fTog}’

Orientierungssjkizze-~ -~ /
X Y )/ Z
7 /
=7 /
1 f:jggﬁiml,,,wﬁ o a Agof) (1) U
2 £7¢) st Db I—
3 b A g0 W

D0.2.6(204) Seien X,Y beliebige Mengen #© und AcX und Funktionen gegeben
f: XY g: A-Y, dann heiBt
1.)id,: X=X mit x x V x€X die Identitidt auf X oder
identische Abb. auf X
2.)g die Restriktion (oder Einschrankung)von f auf A:e
g(x)=f(x) V x€A. Bez: g=f |,
3.)f eine Fortsetzung von g von A auf X: & g= f|A ??? von A auf X
4.)Wenn eine Funktion f:X—Y bijektiv, dann gilt f'of=id,
und fofl=idy

Bem:1.)id, ist bijektiv und id,* = id,
2.)f: X>Y ist injektiv & f(A)Nf(B)=f(ANB) V A,BcX

3.)f: XY bijektiv g: Y—=Z bijektiv =
® gof: X—7 bijektiv und ee (gof)™! = flog™

S0.2.3(206)
Vor:Sei f: X—Y eine bijektive Funktion mit Umkehrfunktion f™': Y-X
Beh:f'of= id, und fof™'= id, oder

(fof) (x)=x V x€X und (fof™) (y)=y V y€Y

)
d.h. £1(f(x))=x V x€X und f(fl(y))=y V yeY



S0.2.4 (2006)

a) Sei f: X->Y umkehrbar (invertierbar), dann ist die inverse
Abbildung g eindeutig bestimmt.

b) f: XY ist invers (umkehrbar) & f ist bijektiv
Siehe auch A0.2.20

b) f surjektiv & 3 h:Y—=X mit foh = idy, (h heilt Rechtsinverses)

c)f bijektiv © 3 g:Y—>X mit gof=id, A fog=id,.

Dieses g ist, falls vorhanden, eindeutig bestimmt.

Beh(.) f bijektiv & 3 g: Y—=X mit gof=id, A fog=id,

(..) dieses g ist eindeutig
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