A3.5.3
D (o) z" fiir keN(fest), R=?

n=,0
-D... - +1 —
L6s:1.Méglichkeit :Wegen £ ) =4 D@ 0+ ] &
P n! a- n+1:(a+]) (n+1)+1
7
a+ oo - 1)...(@+dyY- n+1)+1)n+1 4+A-77
( Joi( ) (o + 2y ( ) ) ( )=Q2;%}D_, V 0eC, neN, =
(giﬂlw+l) - _—-a* 1
P /’—”—/’ IZ+1,’”///
a (n#-1) (i) 2RI +1 1+1 140
| n| = nAk-1+1=12 = /nj =1 2 R-l

|an+1| (o= ) (n+eeT) n+k l+k/nw>o01 +0 S3.5.4
n+l

2.Mb6glkeit mit Hilfe des R der differenzierten Reihe,

o0

Induktion nach k: 25'(2*k‘1)z“hat R=1

n=,0

//A2.1.8(1207) c)Beh:V peN gilt 0 <x,=3/p? -1 3 0//

2 n+1-1
k=1: 25 gﬂ ?z-—zs z" geometrische Reihe R=1
n=9» 1 n=9»
) n—+1 s >
fk=2: 3 ) om0z 3 2 hat =1 (ya, =¥n=1, 22.1.8 c))
n=9 n+1 n=L n=l
© (n+k—l) . -
kkék+1(k21):25' o z® hat nach Induktionsvoraussetzung R=1 a5 o7
\ e AN - o oo
\ ) N . . el n
\\ Die dlﬁ{fren21erte Reihe ég na,(z-zo) 1—£§'(n+l)am¢z
\ hat R=1. \\
\ N
a_ ., + K +k-1...k
\ Wegen (n+l) ofrl —(n+1) BFHE ) =
\ o) n+1)!
N\ + +hk-1..(k+
{? K)n k- 1)...(k 1)k=(:*k)k folgt

|
\ n:

Z\ (2+%) z°= 3" 1/k(n+1)a,.z" hat R=1.

n=o n=0

A3.5.4 Berechne den Konvergenzradius folgender Potenzreihen

n=0 n!
//83.5.4(2003) Vor:Sei(a,) 7_,<C, a,#0 V n>n, (fast alle), 3 %}g
n+1
/) Beh:Tn $3.5.2 gilt R=1lim| 2= |//
n— oo an+l
LOs:a,= C S | e L:nn“1+ DY (o o1 el = _1
n |an+1| n+1)"'n! \n+1 l+1/n)N e S354
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by 3 a4r(2x) g

k =0
0fallsn <m
; . ) — |
//81.7.4 (906) a€C n,m,k€N,, FjEN: 2.) (=) n! fallsn Zm//
m!'n-m!
E,Qm!
— "l 2 2
Lésia=— (2n) = | 2= = 4" nlnl _ Adn+)” 4+ D?
! A, | S1742) 1 (2n +2)! @n+1) @2n +2 QRu+D2n+1)

M+ )i+

2N+ 2 iow v . .

~”1 = )Y aw" besitzt Konvergenzradius 1 =
2n+1 n =0

22 a,z’" konvergiert fiur |z?|<1l und divergiert fiur |[z?|>1 =

1+1/n) -n® = R=(Hn” a, |)-1:(]£__1;1 (l‘l'l/n)_n)'l:e

k=1
ogn ogn 1
Lbs:a;ﬂllj = exp (log (nl: ) ) =exp (logn*log (né*))=exp(logn*——log n)=
n
1 5 _ _ _ logn ’
exp (1090 ) & (Limy5 ) =(limavs) = (limexp(| , |)7=1 =
0(n— o)

Y aw™ hat R=1 z Y a,z’* hat R=1
n =0 n =0

//82.3.20 (1452) 6.) (.)1-1/x<log x=<x-1 V x>0.

1 no o .
o9z _, 0, denn es gilt log n=n-1,

Beachte, dass

n
yotogn _2logvn _20n - 1) _20n) _ 2 aoa

n n

n n n
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A3.5.5 Entwickle

in eine Potenzreihe um -*» auf folgende
A
zwel Arten:

a)Entwickle

zuerst um den Punkt 0 und wende S83.5.7 an

//82.1.2(1250) Vor:

(z,) ,z aus C.//
//Beh:

1
13.)Fir z,= Z z", neN, mit z€U,(0) gilt z, = 1- 77 geom Reihe//
k =0
//A3.2.22

n— oo

#1

(1789)Beweise fiir x€ C, |x|<1 und keN,

- n+k-1
: 7————v:§] x//
\ B X n=0
//81.7.4 (906) n,m€N,:3.) () =(2_.) Nfalls n>m
\
— <« 1 \
Los: 2 T2 fir Ni<ls
A 1- 2z S2.1 o a, ~
\ RN
\ \\\
N\
Sei =z,=-1/2, z,=0 = r:=[%8p—z,|=1/2<R %
\ S3.5.7
\
-1/ 2 ;
1/ 1 Fir |z—LC/_2| B2 2 gite: N
I Z =1/2 \\
o0 oo * \
Z z“—Z by (z- io )X mit N
n=o k=0 (-1/2) \
11/ 0., e WY
b=y () ¥ (2= )= 32T S t1/2)
v %o %o <=0 517431 v ]
= 1
" — k+1
A3.2.22‘:’J‘_1/2‘<1 (1 _ (-1 / 2) )k+l _(2/3) 14 V kENO[ alSO

=D 2= (2/3)%*(z-(-1/2))* fur |
n=0 =0

-(=1/2)1<1/2
\
\

- Z

\
b) Forme um, sodass man direkt die geometrische Reﬁhe
anwenden kann,

um die Potenzreihe um -1/2 zu
Welchen Vorteil hat hier die zweite Methode?

\
erhalten.
|
\
\
\
1 A \\
. _3 _ \
LOS.I_Z 7_(2_(_1/2)) s konv \
2 — |
Zy | =‘
1 — \
- \
Su-2e-e1/2 Ze- 1z« \
2 - \
1 3 el < \
—— > (2/3" (2= (=172))) =D, (
3/2n:0 - -7 n=9»
#12/3(z- (-1

tir ze C,

\
z-(-1/2) |<3/>

sogar max Konvergenzgebiet R=3/2

72)) 1<l = 2/31 (z-(-1/2))
Vorteil:groReres Konvergenzgebiet
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A3.5.6 Bestimme den Wert der Reihe ) b
n =0 n + 1

n+l

0 X
Hinweis: Benutze dabei log(1+x)=§ (-1)~n+1
Los: Abelscher Grenzwertsatz: a,= D eR,
n+ 1

Z a, konvergiert da alternierende harmonische Reihe.

n=0
o - -1"
Z n+1
Dann 7= apx'=n-

x" konvergent V x€(-1,1] und

) o o o -1n" , w -1n"° ) » (-1
1lim lim lim
x= 1 é a,x"= HZ:O a, hier 2 (n+1- v UZ:'O (D + 1yxn= 51 l/xz n+1l xntiz

n=0

l}gl 1/xlog (1+x) n 1*log 2=log 2

v
log stetig, 1/ x stetig

A3.5.7 Konvergenzradien?

a) ) sin(%nk)xk.

k=1

//83.5.2(2001)%u jeder Potenzreihe) a.(z-z,)* 3 genau eine Zahl R mit

k =0
// 0<R<ow, der Konvergenzradius (KR) der PR, mit der
// Eigenschaft:

{konvergiert absolutVze Cmit |z- z,|<R
Zo) "

/) 2 (z divergiert VzeCmit |z- z,|>R
k =0 k -

// Ferner gilt Rzl/%}{? yla.| (Formel von Cauchy-Hadamard),

// wobeil %::00, i :=0

Los:ax ...sin(O),(%ﬂ:), sin(n),sin(%n).FO,1,O,—1,O,1,O,—1....
-1,0,1 werden o oft angenommen. -1,0,1 einzige HW der Folge der a, >

lim=1, lim__1 = 1lim 44| : 1 = R=1
k— oo k— oo S3.52 k— o m%zl
p) Y 3k*x’k.
k=1
Los: ) 3k*x¥= 37 §*x=3 by*x’ mit (b;)=0,0,1,0,0,1,0,0,1... = lim
- k=1, j =3k j=l S$3.5.2 k>
NIb 1 =1 =
R=1
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c) Z x P 0 mit @: N> Nbijektiv
k=1

//82.2.1(1301)

//Vor:Sei z, konvergent mit z, = z

//Beh:Jede (.)Teilfolge (z, ) von (z,), (.) Umordnung und (..)triviale

// Abdnderung ist konvergent mit z. o z
g g v,

n— oo

Loés: Sei |x|<1 = Z x* absolut konvergent =2

S2.2.1
k=1

|x]|<1: Z x* konvergent nach beliebiger Umordnung mit ¢
k=1

x=1: Z xqﬁ(k’:Z l(p‘k>=2 1= divergent, unabhédngi g von ¢ = R=1
k=1

k=1 k=1

A3.5.8 Vorgabe:Z ax* mit R.
k=1
a) R nach Anderung endlich vieler ay?

Lés: R’ von ) a, x* mit a, =a, fur fast alle k = M={k|a, #a,} ist endlich

k=1 _ -

Folge di=a, -a. = d. fasf dberall 0.

Sei RE[0,®] wvon Z axx* (d.h. konvergent V x€R, x<R) =

k=1

0 d k 0 © ' .
Z apxk+ Z KX =Z (a,tdy) xk=2 a, x* ist konvergent V |x|<R.
k=1 k=1

endlicc h = konvergent k=1

Sei x€R, |x|>R. Annahme Z a}( x* konvergent =
k=1

Z akxk=Z (a, -dy) x* konvergent =

k=1 k=1

Widerspruch zu Z ayx® konvergent fiur |x|<R =
k=1

o0 o0
| x| <R = Z a, x* konvergent & |x|>R = Z a, x* divergent
k=1 k=1

b)R nach Streichen der Halfte der ay,, d.h. a,'( =aoy.
Lo6s: Bsp (ay)=1,0,1,0,1,0,.. =

lim 4fa, -1 = &=1 fir } ax*
k=1

Z anx*=0 V x€R = R=w fiir Z AnxX.

k=1 k=1
c) (by) ist Nullfolge. R fiir a, =a,+by

< 1
Los: Bsp a,=0 V keN d.h. Z ax"=0 bk=; =

k=1

00

R=w fiir Z ax*, R=1 fir da Z (ak+bk)xk=2 %xk divergent fiur x=1

k=1 k=1 k=1
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d)R nach a, =c*a,.

I1Os: Z ayx® konvergent < Z c*ax® konvergent = R bleibt
k=1 k=1

e) R nach q, =a;
= . 4 —k im &/ F | =a-1 -
Los: Sei ay,=c™*, c#0 = /1(1—{2 e c! = R=c

a, =c™?* = R’=2R
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