D2.1.3(1250) Eine Folge (z,) in K heiBt Cauchyfolge, wenn gilt:
V e>0 3 NeR, V n,meN:n,m=N ist |z,~z.|<¢

S2.1.2(1250) Eigenschaften konvergenter Folgen
Vor:Seien (a,), (b,),a,b aus R, (z.), (w,),w,z,z, aus C, konvergent mit

n->ow n->o n->ow n->o
an=>a, b,.>b, z.2 2z, w,?> w.
Beh:
1.)Jede konvergente Folge (zn);o=0 ist beschrankt
Bew:d z:2, 2 z. Zu g:=1 dng(e):|zy-z|<1l =
n-»o =1
|zo|l=|zn—z+z | <|zy-z|+|2|<|z|+1 V n=n,

|ZHISK:=max{|zll,|22|,...|zn0_1|,1+|z|} V neN \J
endlich viele reelle Zahlen

Bem. :znz z = z, beschrankt, aber
n->oo
an z ¢|t z, beschrankt. Bsp:z,=(-1)".

n-»oo

2.) (z,),_, ist eine Cauchy Folge, d.h.
(*y V e>0 3 no(e)eN: |z,-z,l<e V n,m=n,
Bew: £¢>0 gegeben. 3 z(g)€C, nyo(e/2)eN: |z,-z|<g/2
(¢/2 oder € egal) VY n>=ny(e/2) (genauso mit m)
= | zy-Znl=l2—2+z2-20| < | z20—2 |+ | 2-20]<e/24e/2=¢ V¥ n,m=n; (e/2) :=ny(e/2)

Andere Formulierung im Zusammenhang mit Haufungswerten siehe Seite 1503:

Bem:z, > z = Ve>0 3 ni(e)eN:|z,-z,1<e V n,m=n; (g)
n->oo
Zn D Z = Ve>0 3 ni(e)eN: | z,-z,1<e V n,m=n; ()
nsw S§2.2.5
3.)zn+1—zn3 0 und zzn—zn?~ 0
n->ow n->ow
Bew:folgt aus 2.) mit m=n+l bzw m=2n

4 )lim |z,|=]|z|

n->ow
Bew: ||zyl-lzl|=<l|z,—z|<e V n=n,(g)

5.)1lim (z,+w,) =z+w

n-=>ow
Bew:Ve>0 3 ni(e):]z,—z1<e/2 und 3 n,(g) : |w,~w|<e/2 V n=n,(g)
| (zo+w,) = (z+w) | < |z, —z|+|w,—w|<e V n=n,(e) :=max{n;(e/2),n,(e/2)}
oz <z

6.)1lim (cz,)=cz V ceC

n->o
Bew:c=0, z,=0 V n = ok

€ e
c#0, V &0 3 no(ﬂ)EN: |zn—z|<ﬂ V n=n, =
c c
e
|cz,—cz|=|c] Izn—z|<|clﬂ=£ V n>n,
C
7.)lim (z,w,) =zw
n->o
=
Bew: | z,W,—2ZW|=| 2, Wo—2ZW,tZz2Wo—2zW | < | Wy | | Zo—2Z |+ | 2| | Wy—W | (1) |w,| <k V neN)=<
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klz,—zl|+|z]| |wy—w]| V e>0 3 nO(L):

k+|z|
—_
>0
€ €
_ _c > - — 'V n>
|z, Z|<k+|z| V n>n, und 3 nl(k+|z| yEN: |w, w|<k+|z| n>n,
(—E ) i=max{n,,n,} = |zw-zw|<k——+|z|]——=¢ ¥ n>n
k+z] b " T k+z| k+|z| =

Andere Formulierung:

lim (z,w,) =zw
n->o

//81.2.1 (406) K, a,b€K angeordnet. 6.) |a+b|<|al|+|b]|
// (Dreiecksungleichung)
Bew:e>0: 3 K>0:|w,|<K V n (konvergent = beschréadnkt)

|z, Wo—2ZW | =| Z2,Wp—ZW—W,z+W,Z2 | = |Wn| |zp=z |+ |2 | | Wy—W|
\\ — N —
AN S1.2. 1 peschrénkt

Yy
(= |w,| <K V neN)
1.)
z=0:|zw,—zw|<K|z,-z|<e V n=>n, (e¢/K)
z#0: | z,w,—zw| <K|z,—z|+ |z | |w,—w]|<e

<£ < €
2k 2[2]

V n>n,(e) :=max{n (i) n (_g ) }
= Ilp . 1 2K r+i2 2|Z

a
8.)b#0 = |b,|>|b|/2 und (b—”> >

b b
Bew:b,—b, b#0, gewahlt 8:=%>O = 3 n; (&) EN: Ibn—b|<% V n>n;, =
(Dreiecksungl nach unten) Ibn|=|bn—b+b|Zlbl—lbn—b|>|b|—12)=12) V n>n;
1 1 1 1
| ——— | = |b,-b|<———1b, bl— |b,-b| V n=n, X || 1
b, b |b b| |b] b b
> 1Bl
€ 2 3 2 |b|
VY >0 3 no(§|b| )EN: |bn—b|<§|b| VY n>ny,n, = |bn|>? L
e*
2 a
|i—l|< 2|b| e=¢ V n=ny,n; = 4 n>n, g:=|b|/2
bn b |b| 7.) bn
Andere Formulierung:
Z, z
Lin ()5 (=) (noo0), w0
n— o Wn W
Bem:Gewisse w, konnen 0 sein:
€o:=|w| und |w,~w|<&/2 V n=n,(e/2) = 0 -+
|w,|=€e0/2 V n=n,(e,/2)
Bew:w#0, |w|=£,>0, |w,|l=¢,/2 V n=n,(&/2)
z z 1 1
L. |———+———| Jolizmz 4zl -2) =
n Wn Wn w n n w gO
nzn2(?)
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2
=z, —z|+ —w|<e £/2 € W W,

o wllw]
<eg —_ <el2 c
: &

2|z|
_2)

)lnl(g)/n3( }
&

€

Bem:a)Seien alle z,#70, und gelte %}{B z,=z#0. Dann ist auch

die Folge der Kehrwerte (1/z,) konvergent, und lﬂ}g} 1/z.=1/z

//D2.1.1(1200)Bem 5.)Beh.:lim z,=z#0 = 9 n,eN V n=>n,: z,#0//

n->ow

//82.1.1 (1205)Geg (x,) und (y,) in K. Dann gilt://
// b)Ist (x,) eine Nullfolge und ist (y,) beschrdnkt, so 1ist (x.v.)//

// ebenfalls eine Nullfolge//
Bew: D2.1.1 Bem 5.) = |z,/=1z|/2 Vn,EN = | (1/z,) | beschrankt
| (L/zn) =1 (1/z) I=(lzl=lzsl /12l 12l = 1im 11/zal=11/2]|
) §2.1.1b) 17
b)Es reicht w#0: go:=|w] |w,—w|<g,/2 V n=n,(g) =

|w,|=€,/2 V n=ny,(e/2)

n->o
9.)Gilt z,= z folgt fiur jedes feste keN:
(.)zk>z"  (L.0)z¥>z% falls z#0, z,#0 V¥ n

Bew aus 5.)-8.) und Induktion

10.)Gilt z,=z, ¥ n=n* (n*€N) so folgt z,> z,
n->o
Bew: €>0 gegeben, |z.,-z¢|=|2z¢-20l<€¢ V n=n*=:n,(g)

11.)z,=z/n V n€N mit z€C gilt:z,> 0

n->ow

z
Bew:e>0. Izn—O|=u<s ¥V n ng( ):|:£:|+1
n > ¢ €

[

12.)Fur z,=z", neEN, mit einem z€U,(0) gilt: an 0
n->o

Bew:1.Fall:z=0, z,=0 V n>1 ok

1
2.Fall:z#0, |z|]=—— mit einem r>0
1+r

|z"=0|=|z|"= 1 > 1 <L<8 VHZHO(S):=i+l
(1+r)”B - 1+nr =nr
ernoultli

Bem:z,=nz", z€U;(0), Beh an 0
n=>o
n n

(14r)" <

1
Bew:|z|=——, |nz*-0]=

1+r

ny bestimmen
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n
13.)Far 25:232“, neN, mit z€U, (0) gilt Zn 2 11 , geom Reihe
k=0 n->ow __Z_

01

n o n+l
//D2.1.1 Bsp 4.) (1203) a,=p, XV=11X
v=0 —X

//S1.5.6 (715)Bernoulli x€R, x>-1, n€N; (l+x)" >1+nx, ,=" & x=0" n=0"n=1
Bew:1.Fall:z=0, z,=1 V n ok (n=0,0%=1!"!"!)

, IxI<I= an—)ﬁ (n—e0) V |x|<1//

_n+l
2.Fall:z#0, |z|=—l— mit einem r>0. D2.1.1 Bsp 4 zn=1 z
+r 1-z
n+1 + 4---"""" +
ez (21-lz|=——, g =i < e _LHT
1+r 1-z 1 r r(1+r)”+1
2
1 < 1 __1 25—1§:lﬁ;<e V n> j}—+1
r(1+r)" sfg.sr(“—nr) r+nr° nr° N ree

Bsp:l.)a,=(-1)", anu—aﬂ=(—l)““—(—l)“=2(—l)m¢9¢lCauchy nicht erfillt

2.)z,=(-1)" ist eine divergente Folge
| Zos1—Zn | =2<g=1 egal wie groR n wird, also ist die fir die
Konvergenz notwendige Bedingung verletzt.

3.)a,:= 25 1/k=1+1/2+1/3+...1/n (harmonische Reihe)

k=1

2n n 2n 2n 1 2n n
asmma=, 1/k=-3 1/k= > 1/k = 3 1/(2n)=-— 3 1=——=1/2
n=l k=l x 2n 2n

n+1 k=+1 k=+1
5
a—a,=>1/2==2t (0, .nicht konvergent

4.)a,=3p=1, neN, a1,

n

_ _ nn - 1)
b=a,-1=n-120, ¥n=1+b,, n=(1+b,)"=) (1) Da¥=1+ (nb,) +———

2
+...
2 Pn

_____ v=)

n(n—1)

nz1+m b= n-1z b2 = 1ngn2 = b.2<2/n (n-1#0) fir n>2

= 0<b,?<2/n, b,>>0, b,—0

>0 -0
S
+fBn-+ n
5.)0(730,B,yER,a?ﬁO,b,CER.afangBn Y_ nLa,
an’+bn+c b ¢ a
Cl'l'—2+—3
n° n
—_ e
>0 30
_+£2
+ n
6.)an:an2'B= o,
n 1
n’ n
T.)ay=——= >n/2 unbeschrankt
) n+l 1+1/n /2 1
Regel:P,Q Polynome vom Grad p,q mit hoéchsten
0:p<q
P(n a
Koeffizienten o,,py, dann gilt ( )=-—B:p=q
Q(n) | B,
unb.: p>q
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8.)Cauchykriterium? anzx/; .

e>0.Wahle ng(e)>? ny(e) EN,m=n+1, |a.—a..|<g,
2

Vn+l-Jn<e o n+l<e’+2evn+n o 1-e2<2e/n < \/H>12_€
€
— = 5 — 5 — — 10—¢°
#/n+10-Vn<e o n+10<e’+2e'n+n o 10-£2<2e'n < +n> TR
2 2 2 2
277 no(s)>(12€ ) .. .#(102 £ ) #... aber n,m nicht beliebig!???
€ €

\/H ist nicht beschrankt = an=\/ﬁ konvergiert nicht!

fir ze C, z#1, neEN,
v=0 1_Z

z=1 = a,=n+l1—w

lz|<1 = [z"-0]=|z"|—>0 (n—>w) = a,— (n—o0) ,

-z
a,—a = a,—a,=z"—a-a=0 & |z|<1

10.) //81.6.2(802)Vor. Sei z,,z,EC dann 2.)|z.z;|=|z:l122|//

b,=z" lz|<1l = b,—0, [z|>1 = |b,|—w®
ﬂ\\g':l lz|=1, Ann. 3 b:=lim b,, |b,[=F = b#0 =
n+tl b
1 Z=Z _ n+1—>b/b=1
" b,

#11.)a>0,a,=Va » 1

n-=>oo
#Bew: a=1: 1<Va<in > 1
Bsp4.) n9w
# o<a<i:ifla=l/a 51 = =» 11
—_— el n
>1 nP® Na n-»w 1/\/0
—
31
. 1+i|\" n’ o ¥
A2.1.12 Untersuche die durch a,= 7 2—1def1n1erte Folge (an),-; auf
n°+

Konvergenz.
Los: Wenn a, konvergiert I ein ny(g),sodass V &>0 gilt:
|anp—anl<e V n>ny(e) V peN, insbesondere |a,.-a,l<e V n>ng(e) .
|an—a |=|(1+i)n+1 (n+1)? _(1+i)” n’
R V2 ) (n+1)P+1 (V2 ) nP+1
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2 2 . 2 2
1+i (n+1) n - |Im((1+1)( (n+1)?*  n .
(z)l

| - I =
|(\/7)| V2 (n+1)+1 n’+1 — V2 [(n+1P+1 n’+1
1

|z|>|Tm(z

(n+1)* 1 1 1 1 14
— 7 - - )=———>¢ =

V25

1

— (1-———) == (15—
V2 (n+1P+1 V2 7 (n+1P+1 V2 T 2241
(a

n) le divergiert.

S2.1.3(1255)Vor:Seien (a,), (b,), (c,) Folgen aus R mit anj a, bnj b, o€R
n->oo n=>o

#beachten: Vor gelten fir alle folgenden Punkte!!!!!ll111]
Beh:

l1.)a,<a (=o) fir unendlich viele neEN= a<a (a=a)
a—o

Bew:zu a,<a..a,—~a, Annahme a>o, Wahle ¢g;:= >0 =

d no(ey) : lay,—al<e, V n=ny(e) = a,=a,-ata-o+to=a,—-a+2¢g,+a=2¢,+0—|a,—al|=>
2g,+0—€o= a+ey, V n>n, = Widerspruch zur Annahme = a,<a
Bem: a,<o flur o viele neN $ a<a sondern as=a

2.)ay<b, (a,=b,) fiir unendlich viele neN = a<b (a=b)

- b
Bew:zu a,<b, ...Annahme a>b, 80:=aT>O =

3 nole) : la,—al<gy, |b,-bl<g, V n=n, =
a,—bh=a,—ata-b- (b,-b)=a,-a+3¢,— (b,-b) =3¢¢—|a,—al|-|b,~b | >3€,-€g—€p=¢; =
a.>®w.+¢; V n>n, = Widerspruch = a<b

______________________________ >
3.)a,<c,<b, fur fast alle neN und a=b = c, = a, a, = a, b, b=a
n->ow n->oo n->ow
Bew:a-c,=a-a,ta,—c,<a-a,<|a,-al,
[ —
<0
C,~b=c —b,+b,-b<b,-b<|b,-b|=|b,-a| =
<0
|co—al <max{la,-al, |b,—alj<e V n=ng(e) = c, > a
n>w
Bsp:1l.)a,=-1/n, -1/n<0 V neN, lim (-1/n)=
243 1+§
+
2. )a=—a 2 N 590
2n*=2n+1 5 2 1 5
n n2
) a _\/—n+1_\/ﬁ_(\/n+1—\/ﬁ)(vn+1)+\/ﬁ) _ n+l—n _
B Vn+1+vn —  n+1+vn
3.bin formel
;, <¢ VY n=n,(¢) :=[i]+1
Vn+1++/n \/71 e’
A2.1.13
Zeige oder widerlege: Konvergiert die Folge (a,)r, gegen a€R, so
konvergiert die Folge (|[an])i, gegen [a]. ([x]: das groBte Ganze von x).

n-=>oo
//82.1.2 (1250) (z,),2.= z, z,z,€C. 2.) (2,)i, 1st eine Cauchy Folge,//
// d.h. V &0 F ny(e) EN mit |z,-znl<e V n,m=n.,//

1255



Los:Aussage gilt nicht! Bsp:an=(_ D = lim a,=0, aber

n n>o

}113.1 [a.] existiert nicht, denn [a.]= _%)flelllziz‘zl;i%zzaede

[ana]-[a.]? P (n—o)

Genauere Begriindung: Zu &>0 wahle ng=[1/¢e+1 =

la,-0|= 1/n<1/n¢<e Y n>ny,, sowie |[am.]-[a.]I=1 V n =
([an]) 72, keine Cauchy Folge = ([a.])i, konvergiert nicht oder
$2122)

[an]-[a.]?0 (n—o)

A2.1.14 Untersuche jeweils die Folge (a,),., auf Konvergenz und
bestimme gegebenenfalls den Grenzwert:

n’+n*—3n?
a)an=_——_——
2n°—=3n+5
5, .4 2 1+2-3
— n
Lb’:n-';n 3n= n_)l/2
2n°-3n+5 ., 3,5
2 +—=
n n
5_(n34 2,
by a ] (n 42)(n n)
7n"+2
20 2
1 1
4 2 —1=25-2=
. —n"—2n"—2n n n
Los:a,= 2 = 7 =
7n"+2 7+2_4 3
n
30
—-1-2-0—-2-0
=-1/7
7+2-0 /
n2
c)a,=——
2n+1
-0
//82.1.2 (1250) (2,)€C, z,> 2,2,€C. 1.) (z,)%, ist beschrinkt//
2 2
LOs:a,= n =n/3 V neN = (a,)?, ist nicht beschrinkt

2n+1 2n+n
sonst 3 M>0:a,<M V n = n<3M V neN Widerspruch

= (as) ., divergiert
$2.1.2.1)

d) a,=/n(vn+1-+n)

//A2.1.13 a) (1256)Geg: (a,)2,, a,=0 V neNn, liman=aER.lim\/a—n=\/E.//

n=>o n=o
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1

Los:a,= J_(n+1) ¥n

= lim a,=

m+f m+[ J_Jn+1+f w/1+1/n+1

1 1

|
A2113a) \/hm

1}1+l + 1
n n=>o

liml=1, liml/n=0, lim 1+1/n=1,

n->ow n-=>o n->o

hmerl 2 = lim a,=1/2

n->o

n->ow llm

n— o

e)an=\/g(\/m—\/m) mit a,b>0

Vn+a+Vn+b

=1/2
1+1/n)+1 Vi+1

limyV1+1/n=y/1=1 =

n->w

_Wn(n+a—(n+b))

Los: an=\/ﬁ wam)

Sei €>0 baf.

Vn+a+Vn+b  Jnta+/n+b
(a-b) 1 _}a—b
V1+a/n+J1+b/n 2
>1 >1
f)a,=nx® fir ein x€R mit |x|<1
Los:Vermutung lim a,=0. Setze h=i—1>0 = |X|=L.
n->ow |X| \\ 1+h
Wahle 1’10=2L+2 = |an_0|= n|X|n= n \ﬁ\\n n <
h*e (1+h)" k)hk
-
_________ 2\n
~~~~~~~~ >0
n 2 1 o 4
L <?n—l
1+nh+n< 1>h2+§:(k)hv
v=3 \Nn
2
2
SE 1 2 1 __h <¢ V n=>n, da no>i+1 =
W ny—1 Rp2| 2 1 ||+ h’e D211
e lte™ 2

lim a,=0 und (a,),., konvergiert

n->o

Bem:Fir beliebig kleine & wahle

n->w

2
no=l?l+ C
el 5

// 82.1.2 (1250) (a,) ,a€eR, a,=> a.//

// 2.) V&0 F no(e) EN mit |z,-z,l<e V n,m=>n,//
(—1)"n n+l n
= + nl= + _)1+1 2 n+ n 2
g) an i1 = |apn—aqnl= o R = apn=an 20

= (a,) -, konvergiert nicht

n-=w n-=w

4 —— P pa—
4. a4 On n—)oo()zm n>o 0
h) a.-n }1:_) 1—-in" I-0 5 _ 1
i-n* 5. in*=10-1—5—
i n
i) bn=(—)
2
-~ 4 1 n n__ n
Lés: |by|=] (i*=)"|=]1]| | |P=1"% 3 1%0=0
2 n-)oo
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A2.1.15

a)Vor:Es sei (a,)®, eine Nullfolge und (b,)®, beschrankt. Zeige:lima,b,=0.

n->ow

//D2.1.1 (1200) (z,)=(z,); aus K konvergent < g z€K:
// V e>0 3 ny=ny(¢) EN mit |z,-z|<e¢ V n=n,. //
Bew:Nach Vor 3 k>0:|b,|<k V neN. Wir zeigen lima,b,=0 mit D2.1.1.

Sei ¢>0 baf, lm a,=0 =

n-oo
zu e=¢/k>0 3 neN mit |a.|=|a,-0]|<e=¢/k VY n=n, =
| a0,=0 | =|a||b,|<kla|<e ¥V n>n,
—— —;
<elk <k <elk

(Es wurde also gezeigt: V &>0 3 n,eN mit |ab,-0]|<e V n>n,)

b)Es sei g€[0,1) und 0<x,.<gx, VY n€N,. Zeige: limx,=0.

n->o

//82.1.3 (1255) (a,), (b,), (c,) Folgen aus R: a,—a,b,—b, (n—»)//

//3.)a,<c,<b, fiir fast alle n€EN und a=b = c,—a (n—ow) a, —»a, b,—b=a//

Bew: Beh: (.)x,<g"%x, V neN; (x,=9"x,<gx,:1<g°%x,,<...<q"%,) (..)lim x,=0

n->o

(.)Induktion nach n
n=0: Xo<Xo= q X0
<1

n—-n+l:x,,<qg x  <gq"x,=qg""'x,

IndHyp Sqnxo

(..)Nach (.) gilt:0=<x,<q"x, V neN,.

—_— =

a, Cy bn
llmbn: Xo lim qn ZXO*OZOZIIHI an 3 X,=Cp :) 0
. ki e 5213 3) nee

=0,dalql<1

n
A2.1.16 Definiere fiir peN, die Folge (SP)2, durch SP=), k».
k=1
p+l

a)Beweise:Z (P;l) SPV=(n+1)PH-1.
v=1
//81.7.1(901) m<n€N, a,€C, m<k=n Z (Ai=ars1) =an—an.: //

k =m,n>=m

//81.7.4(906)aeC N n,m,kKEN,, FEN://

// 6.) (a+b)n :z (n) akbn—kzz (n) bn—kak, (l+Z)n:Z (n) lkzn—k//
k=0 k k=0 k k=0 k
p+l
Hinweis:Beachte, dass (x+1)p*l—xp*lzz (P;fl) %PV fiir x€eR. (p;l)
v=1

p+l p+l
Rew: (X+l)p+1_xp+1:k§) (P;l) Xp+l—k_Xp+1:l§1 (P;—l) Pk =
1 n p+l
(n+l)p+1_1 = Z ((k+1) p+1 kp+1 (p+1) KPH1-v_}ptl—
—
s1.7.1k=1 k=1v=0
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p+1 p+1 n

i (p:l) kp+1—vzz (p:/—l) Z ka_V:jZ: (p;l/—l) oy

k=1v=1 v=1 k=1

p 0
Sn

n 2 ke
b)Untersuche die Folgen (.) und (..) (Z k ) auf Konvergenz

+1 3
np n=1 k=1 n +k n=1

SP 1
Los: (.)Bew von lim p21:m durch Induktion nach p
n-)wn

# (Wie errat man ?7?)
n 0
P=0: S"=) k’=n = 131
k=1 n->o
sk X
p ptl:Es gelte nkfl—\»m flir 0<k<p mit p€eN,.
Sp+1 1 \‘\\ p+1
Z.z. ——=—"—1\ Nagh Teil a) pr1) GPH1 V= (n41)P -1 gilt
p+2 \\p+2 \ \\:\\ v=1 (-1/-_):_-’2 _____________
1N NN e RE T v
1=lim —— ( (a+1)*?-1)'clim > P’“Z) Shra—k=
n>o np+ ‘\\ ‘\‘ \\:1-)}>Q\np+ k=1 k



p+1 p+2 5 Sp+2—k p+1
. n p+ n . n —
; gg (np 2 (P 2)+Z::2 ( k,f>’np+3—k nk71) = }gg P2 1/ (p+2)
: ”4’ [ — [S—
: T L1 >0
i ",¢ p+3—k 050, p5p
i #Sﬁ+z4z"pu)_ ngm”p) . Sgnn ::Snme
i np+3—(2...p+2) np—(l...p+1) n(p+1)...1 n(P+1) 1
: P+2 +2
| 4#lim ((n+1)=2-1) =tim ([ ZFL] - ! y=lim ([1+1] -1
n>o np+2 n>w n np+2 n>w n
>0
n 2 n 2 Szn-)oo n 2 n 2
(..)Es gilt:), 3k <> k—=—§-> 1/3 und 3k > ;‘
k=1 n°+k =1 n n k=1 N°+k (=1 n’+n
1 1< 2= _ _ n>oo
—————525 k?= 1/3, also nach EinschlieBung = 1/3
1+;£-” k=1
n2
(1259) i-kzzn(n+1)(2n+l)z(n2+n)(2n+1)=2n3+n2+2n2+n=2n3+3n2+n:
— 6 6 6
3
1
LR S
3 2n 6n2
A2.1.17
a)Eine Folge (an),, sei definiert durch a,:=3 und

a.n:=\/8+2an_1 V neN. Zeige, dass (a.)r, konvergiert und
berechne den Grenzwert.

//82.1.2 (1250)Eigenschaften konvergenter Folgen//

//Vor: (z,), (w,) ,z,weC,

//A2.1.4 (1205) (a,),-.,

Los:Wenn (a,).,

a=lim a,=lim \/8+2an_1
n->ow n->o

A2.

a=4, a=-2.

Vermutung lim a,=4.

n->ow

konvergiert,

n->o n->ow
Zan= z, Wo= w 5.)lim
n->ow
a,=0, lim a,=a.
n->ow
etwa a=lim a,,

n->o

—

1.4

Beachte,

V8+2a, +4 [8+2a, ,—16]

|an—41=14/8+2a, -4

' = =
V8+2a, ,+4 /8+2a, ,+4

2|la, ,—4] <2|a,171—4|:|a,171—4|

V8+2a, +4~ 4

2
1260

(z,4w,)=z+w//

Ja,lim=r //

dann folgt

JV8+2a = a’=8+2a = a’-2a-8=0 =

dass fur neN gilt



1
Also gilt Ian—4ls§ V neN, (Beweis durch Induktion)

n=0: |a0—4|=|3—4|=%

1
n ntl:Es gelte Ian—4ls? fir ein neN,. Dann folgt

1 11 1 n-o
|an+1_4|35|an_4|S§§=2n+1 = |a,-4| = 0, lim a,=4

b)Es seien a,beR. Eine Folge (a,)., sei definiert durch
a +a

n n—1 .. . .
ag=a, a:;=b, anﬂ:T fir n>1. Zeige, dass a, konvergiert

und bestimme lim a,.

n->ow

a,+a
Los: #a,= 12 0=% (b+a)
%(b+a)+b 1 1 1
#as= 5 =7 (3b+a), asmar=y (b-a)= (—5)2 (b-a)
%<3b+a>+%(b+a) 1 1 1 1
A= 5 -3 (5b+3a), as-a =3 (—b+a)=—§ (b-a)= (_5)3 (b-a)
. a+a,_ 1
Es gllt dp+1—An— _an_(__) (an_an—l) =
2 2
1 1
an+1—an=(—E)“(al—ao)=(—§)n(b—a) .
Bew durch Induktion wie im Teil a) =
1\
n—1 n—1 1 1_(_§>
Fir neN gilt an=an—a0+ao=z (arsi—ax) ta= (-=)"(b-a)ta=—— (b-a) +a
k=0 k=0 2 1_(1)
2
= % (b-a) +a=2b+a (n—o0)
1+=
2

A2.1.19 Untersuche jeweils die Folge (a,) ”

-, auf Konvergenz und

bestimme ggf den Grenzwert:

(3n+1)°
(2n—1)(2-3n)?

a)a,=

b)a,=n?x® fiir x€R mit |x|<1

c) a,=n? (n—\/nz—l)
a*"—1

nT 51 L
aZl’l+1+1

d)a fur a€eR\[-1]}

A2.1.20
a)zeige:zu jedem x€R existiert eine Folge (r,)~”

r, mit r,€Q fur
1261



alle neN und limr,=x.

n-o

b)Es sei F die Menge aller Folgen aus R,

d.h.Fﬁ[(aQiﬁlnmIER V neN}. Auf F sei folgende Relation

definiert: (a,) _~(b,) 7+ © (as,~b,)  _, ist eine Nullfolge.

Zeige, daB ~ auf F eine Aquivalenzrelation ist und gebe die
Aquivalenzklasse einer konstanten Folge an.
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