3.2(1700) Reihen mit nicht-negativen Gliedern,
Absolut konvergente Reihen

Zunadachst Reihen mit nicht-negativen Gliedern

S3.2.1(1700)

Seien a,>0 V k>p. Dann ist die Reihe 25 ax entweder konvergent oder
k=p

bestimmt divergent, und der erste Fall tritt genau dann ein, wenn die

Partialsummenfolge beschrankt ist.

//S52.2.2 (1301)Vor: (a,) €R monoton und beschridnkt Beh:3d %}g a,//

Bew:Folgt mit S2.2.2, da die Partialsummenfolge monoton
wachsend ist.
Andere Formulierung:

Vor: (%) ren, € R, 20, k€N, und Sn:=2 X, neN.

/ k=0
i

Beh: 2? Xy kdnvergent & (S4) ,ewn, beschrankt

k=0 I
//S52.2.2 (1301)Pbr:(an)CR monoton und beschrdnkt Beh:d %}g a,//
/o= Beh

Bew: (Sn) neN, 57:2

D3.2.1(1700) (z,) < C. Die Reihe 25 z, heiBt absolut konvergent:&

n=0

2£'|2n| ist konvergent. Wegen S3.2.1 Schreibweise lg'|zn|<oo
n==0 n=9

S3.2.2(1700)

vVor: (z,) Py, (wy) “_,<C a,20, b,20”_cR , neN,.
Beh:

1.)Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent

o0 o0
E | z,| konvergent = E z, konvergent.
n=0 n==0

//81.2.1 (406) Vor: K angeordnet, a,b€K Beh: 6.)|a+b|<l|al|l+|bl|//

//S3.1.2 (1602) Vor:Seien (z), (w)<C und Y =z, konvergent.

v=0
//Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium S2.4.2 fiir unendliche Reihen//

// Sei(z,) cC. Z zy konvergiert < VE>0 3 n,(¢)eEN mit//
v=0
// | Z zy|<e V n>m>n,;(¢).(d.h. |S,-S,)|< € V n>m>n,(g).//
vV=m+1

n

Bew:Z |z,| konvergent s‘?:%z VeE>0 3 no(€): Z |zv|<E V n>m>n,(€)
n=0 o v=m+1

n n o0
e —
- | E zZy| < E |zv|<E V n>m=ny( &) - E zy konvergent.
S1.2.16.) S53.1.2 Beml.)

v=m+]1 v=m+1 v=0
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Bem:a)Konvergenz absolute Konvergenz

& (- 1D)f - 1 .
Z konvergent, Z - divergent

n =1 k n =1
b) Insbesondere darf man bei absolut konvergenten Reihen
rechnen wie bei konvergenten Reihen

[ee]

c) Es gilt |i’ 2.l = 3 |z
n==0

S51.2.16.) [y

//Idendititen(900): 8.)m,n€Z,V a,€C, k=m| ) a <) lail (n=m)//

Bew: mit S3.1.2 und 1.7 Identitaten 8.)

2.)Majorantenkriterium

|z, <b,, V n=n, und ;S'bn konvergent = 251 z,| konvergent

n=0

——_
— —n=

——_
_

Bew: |zy|<b, ¥ v>0 3 b, konvergent = S,= Z |zv|<Z b BER

v=0

o0

monoton,/'und beschrankt durch B = S,<B V DENQ“__QS“J2V+<w
—————————————————— v=0

(Kurzschreibweise:nach oben beschrankt)

Andere Formulierung:
Aus |zx|<by V k=p und 25 by<o folgt die absolute Konvergenz
k=p

0

der Reihe 25 Zy.

k=p

Bew:Folgt aus Zn' |zk|SZn‘ bksf by.
= ~

k =p

1 3
o0 1 - z’ 0 K
&1 & kP - 3k — — —
Bsp:a) Z— konvergent. Z4—=k221'k2 1 < =k
= x? =IO I+
konvergier t
beschrinkt <K

3.) Minorantenkriterium (MinK)

n o0
|z, | =b,=0 Vn=>n, und E b,=0 = E | z, | =00
n=90

Bew: |z, 20,20, X B o = Y [z,023 by o
v=0 v=0 v=0

Andere Formulierung:
Gilt ) by= und |z|=_b, fiir fast alle k mit V k€N, mit
k =0

C>O, so ist 2: a,=0 (d.h. ab bestimmtem Index m)
k=0

n ko=1 n n
Bew:Gilt |z |2 by V k2ko. S:=3 lzl=)3 lzul+ 2 1zul2 ) Nz Z b," 7, o
k=0 0

k =k, k =k, k =k,

= S, unbeschrankt = divergent
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=k kP Tk’ e

1 1 <

p<l: —=>=— V keN 22 ¥ — =
k‘ ko MinK | k

#Cauchy#
2ty 1 P N

I<pr o . > = <, |y e weil
D) =2 K by 3
= kPt T — - <~ | 2D oP-1 1<p
= -7 -

[JL(ZV*l,ZV):iz"

vp T(Z__l)/ VP PV
1.
- 1
Z - konvergent < p>1
k =1 k!
* oy 2V 2Y+1... 2vi-1
0 1 1
1 .Summand
1 2 3
2 4 5.. 7
3 . 1 U 15 >
v+1 - 1 1
- 2771, Summﬂj 2\'p 2(\'+1)p
2Mflf(2v71):zv. Summanden
Flir v=0: 23"-1-(23-1)
4)yWurzelkriterium
¥
4a) 3 0<g<l mit Vﬁi]sz V n=n, = E: | z. | konvergent.
n=0
i/|z.]| =1 fir unendlich viele neN = 25'|2n|=w.
n=
n n / l
Bew: VIZal <g<1l V n>n, = |z,|<q9", Z |zV|SZ q’ 1 - a,
v =n, v=n
_)
VIZal =21 = |z,|=1 fir o viele neN = gz richt ) (n—ow) ...kann

nicht konvergieren.
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4b) Vor: In Z Zn, Za#Z0 V n=n,

n=9»

Beh.: (.)lim Nz, <1 = >’ z, absolut konvergent.

| n=0

(..) %}){B Jlzi| >1 = Z z, divergent
[

n=9
| *
| J <vn g i
//D2.4.2,,(l507) };I::In‘i‘gl x, < V >0 gllt X, —X*/Efurfastallen //
| l xn/z/x- ¢ fiir ovielen

|
//83.2.2 (1700)Vor: (z,) *_,cC 4a) J 0<g<l it xflz.| <g V n=n, =//
| - 7/

/

o0 l , .
/7 > |z, konvergent.// < &
7/
n=9» | VZ
|l /// Wahle ¢
Bew: (.) Sei q==%}§}“lzn|<1 e | mit gi=g+&<1
N I/ q | ~
> A -
>~ v 1 Z.B. 821 9
xd _
s =q+e 2

/

HDn242" S53.2.2 4a)

(..)

‘}/D2.4.2” (1507)

*

L > x +¢ hochstens fir endlich viel
// X=llan & V e>0 gilt: X, X oc*s ens fur enalicn vie en//

n— oo
X, = x- ¢ fur o vielen

/ o0
=2, 3 n,eN: Wz <q’+€=q<l V n>n,,neN, == Z z, absolut konvergent.
n=0

//83.1.2 (1602) (z,)< C und Y, z. konvergent. 2.)z, =~ 0 notwendig//

1—r o0

v=0

g - e o

Sei g:= limg/z |>1 1 Wahle €>0: g- £=1
q e VIZn | . a 4
| ! I =4
0 — &
(z.B.E=g-1 oder =" 1y = . z.|>g-€=9g=1 (d.h. |z.1>9")
2 D2.42"

_)
fir o viele n g=1 |z,|=1 fUir o© viele n = z,nrct ((N>D®©) o5 732 5,

Z z, divergiert (insbesondere Z | z,| divergiert)
n=0 n=0
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5)Quotientenkriterium
Vor:z,#0 V n>n,, neN und I 0<g<l1l

o0
Z.
5a) Vor: ® |—2*11<g<l V n>n,>n, Beh: ® E | z, | <o0.
Z
n n=90
o0
Zn+1
Vor: e e |—2*21>1 V n>n, Beh: @ @ E | z, | =00
Zh n=0
. . z z )
Bew: Vorausbeispiel S | < g0
=z =z . =z
7 (83 5
=z -0y n
Zn ‘ Zn»1| L. n, +1 Sqn- n - Zy Sqn- n |ZH|S‘ZHT (q )q =
Zn—l‘ Zn-Z Zn ‘ Zra k>0
n n n
|z.1<kg® ¥ n=n;, D, lzvl<k D, <k X 9 (n—ow) -
v=n, V= v=0 d
n+1 > V > > > > n:ht
>1 VY n2n,(2ng) = [2a1l2 12002z, [>0 = z,0:em 0 (noo0)
Zn
Z o0 o0
5p)Beh: ® lim —=*/ <1V n>n,>n, > E | z, | <00 ( E z, absolut konvergent)
n— o0
Zn n=0 n=0
. Z >
ee lim | Zn+i/s7 W n>p = Z, | z,|=00 divergent
n— oo
Z, n=0
Bew:® Sei lim |Zoti]=12% —.q, = [Z2eils1-28
ew: ei lim j—e=t)= Z0=:qp —n+l 0
Zn >0 n
flir hochstens endlich viele n =
Z < = |Z = =z ‘Z 1| -
d ni>ng: z,#0 & |/ = gy — 2 =| 2 ” '| e =7 A
Zn n=m, Zm |an ‘ |Zn—l Zn-2 Za,

|z, <Mygy mit Myi=|z. | gs" = X Mg

ist konvergent Majorante zu Z | znl = Z z, absolut konvergent

n=0 n=0
' 1im Zh+1 51 n+1 . .. . .
@0 gSeji Ml i-74 71 = |2 <1+0, fur hdchstens endlich viele n =
n— o Zn >0 Zn
=z
3 no>ne: z,#20 & =2 Zoiq, 2 |Z” =| Za Z”"|...‘ ”1+1|2 R

z n>n, n=>n, |Z ‘ |Z - Z,- 2 =z !
n 1y Fr it <

)

o0
|z, | <My g mit M1:=\Z,..,| ql'”] > |z, 22 o = 2 z, divergent

n— o

n=>»
< nlo
Bsp: Y — ist konvergent
n=l n
n+1 n+l
BeW: Zn+1|:(n+1) i!: 1 (I’l+]) :(l+l)n21+nl:2 = Z“—"'l Sl V n =
z. | (n+1)! " n+l n" n n Zn 2
. < n! .
lim =2+ < — = M __ ist konvergent
e Zn 2 n=l n”
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5b)Beh: (.) lim ZES N P N Z z, absolut konvergent
n n=0
(..) Hm|Zetsg o 37 5 divergent
n— oo Z
n n=0

//83.2.2 (1700)Vor: (z,) “_,<cC, n€N,.//
//5.)Quotientenkriterium z,#Z0 V n>n, und 3 0<g<l mit//

// Zaxa <g V n>n,>n, = Z | z,| <co. ’Z“—” >1 V n>n, = Z | z,| =0/ /
Zn n=0 Zn n=0
. ~ _ : Z”_,_] .. _ - _1 - CNI
Bew: (.)Sei 4:= %31;1—<1. Wahle8>0:q—q+8<l (z.B. €= ) =
z, 2 D2.4.2"
3 n;eNy: Snrr <gI+€ =g<1l V n=n; = Z z, konvergiert absolut
Sn $3.2.2 -5.)~da 0<g<l n=o
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Andere Formulierung (.):
//D2.4.277 (1507)//

//Sei (x,) eine Folge
//HP oder limes superior der Folge (x,), wenn gilt://

*

s Tim v es0 It X, 2x+ s\hdchstens fir endlich vielen
= X, & £ gilt:{ " bz
X n— o

7/
7/

\ : . .
P x, 2x- ¢ fir wvielen
7/ A

//83.1.1 (1601) S Zk:,l_/lé 4 |z|<l.//\\\
k =0 A

/7

,
el A / z .2 1-0 ..
Bew: (.)Sei lim |[Z2*1/-1_2§ <1, §,>0 == nril> [ %=:q, fur
n-— o Zn D2.4.2 Zn >1_2(50

héchstens endlich viele n. 3 n; (das ohne Einschrankung

n+1

gréber als n, ist#?#), sodass z,#0 und

~

n
-~

-~
-~

Zr,‘ +1
n

n>1| -

Z'n-2|

n-

‘SQO

= |z, <Myg, mit Mo:=|z, | q," .

0
z

Damit ist Y Mygf nach $S3.1.1 eine konvergente Majorante

fiur Z | z,] und somit Z z, nach 2.) absolut konvergent.

//83.1.2 (1602) (zv) = C und Z z, konvergent. 2.)z, -~ 0 notwendig//

in R. Eine Zahl _ heiBt dann der gréBte//

<qg, fir n>n; gilt =

v= e
- oz . - -G
(..)Sei q:=llmL]>l. Wahle €>O:q—8=:q21 (z.B. £€=1-9 oder
n— oo Z
7 2
- - Zn-v—] ~ -
& :q_l) D‘ZZZ" 3 1’12€N0: >q_e =g v n2n2 a=1 |Zn+1|2 | Zn|
" 31
= —
= |z,|=|"7| V n>n, = z,nicat ) (n—o0) =
>0 §3.1.2-2.)
Z z, divergiert (insbesondere Z | z,| divergiert)
n=0 n=o
Andere Formulierung (..):
. T |2 .. Zon .. y
Sei lim |=*L/=14§;, fiur 6,>0 = >1+0; fir hoéchstens
n— o -
Zn D2.4.2 n
endlich viele n. 3 n:>n,, sodass z,#0 und |[“*+|>1+0,=:q9; ist
Z z Z R ) -
v n>n, = Z . :’ n | n»1|m L+l qu ko o |ZD|ZM1qu< mit M;:=| sz |q
Zr17| ‘Zn-l| Z 2| Zn ‘

|z,] "7 und Y =z, ist divergent.
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Achtung!

Will man das Wurzel- oder Quotientenkriterium anwenden, so darf man sich
nicht mit dem Nachweis begniigen, dass

zZ
of|= bzw n+l

n

fast immer <1 ist. Es ist vielmehr unumganglich, eine feste

n

postive Zahl g<l aufzufinden und die ab einer Stelle nicht mehr wvon gy

Z
n

Zn+l

bzw Ubertroffen wird. Wenn die besagten Wurzeln bzw Quotienten zwar

z

n

<1 sind, aber doch beliebig nahe an 1 herankommen, versagen beide
Kriterien (sie bringen keine Entscheidung) :

Y € divergiert, ¥ 'EZ konvergiert - aber in beiden Fallen strebt sowohl
n

die Wurzel als auch die Quotientenfolge gegen 1.

//D2.4.277 (1507)//

ZJ1+] Z/1+]

// Bem 4.)Es gilt stets iil

n— o

<Mz [ <limgflz | <1im //

=z

n

7

Bem: D2.4.2'" Bem 4.) =
Falls Quotientenkriterium anwendbar, so ist auch Wurzelkriterium
anwendbar. Umkehrung gilt iA nicht.
Das Wurzelkriterium ist machtiger als das Quotientenkriterium.

' Z , , , ,
Falls %}g Zs*ll=1, macht es keinen Sinn, das Wurzelkriterium zu

=

bEl

Zn+]

=

bEl

. : =
probieren: 1=%}§ —nxl

<lim o7 <lim /4, |<lim
keine Entscheidung mit dem Wurzelkriterium mdéglich. Es gilt sogar
limyfla, |=1 da auch 1dM4fq (=1

=1 = limn‘a |=1 =
n— oo

n

bEl

Bem:1.)Beide Kriterien verlangen ,schnelle,, d.h.

geometrische Konvergenz, d.h. |z,|<cg" mit g<1,c>0,
w w .
| Rn | <c Z qk=C qn+l Z qk= qn+l .
k=n+1 k=0 1- g

2.)Gilt limgp, |>1 = 3J Teilfolge |2z, |—w = Divergenz

1 z + '
Gilt iim=2*L 571 = Divergenz <«

n— o 7z
n

an+1

=1
z

Nx
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Zi7+]

=1, so kann

3.)Falls limyfz [=1 bzw 1im
n— oo n— oo =z

n

o0
Divergenz oder Konvergenz fir E z, vorliegen.

n=,0
sp 3 Lew, 31
n=L n n=L n
//S2.3.18(1409) 11.) (1412)Fiur n=2, neN gilt immer e[g <n!<ne[—] //
— e

—_-—
—
—_
—_
o
o

- PP
Bsp:1l.)# —< (n]| = z = 7] oy
k' el — ! K! el —| si1e6.22
e e
0 Zn Zn
Y Z_ abs konvergent da
n =0 kl k! $2.3.

2.) ) (;‘;*“)zn konvergiert V z€U;(0) da

n =0

n+1l+ao
n+1
n+1 n+1+adnse
=lzl—— 5 lz|<1
n+aoal n+1
n

Bem:f |zx| <0 = & S |z, | °<o0
x =0 x =0

A3.2.2 Untersuche folgende unendliche Reihen auf Konvergenz:
&on o+ 42

a) 4 2
n=1 n +n° -1
. . , n o+ 42 n’ n’ n’
Los:Fur neN gilt . - >— - >— —>— -=1/2n
n+n -1 n+n -1 n+n n +n
< ) ) . n’+2n+2
Y 1/n ist divergent, deshalb auch Y ————— nach
n =1 n =1 I’l + 1'1 = l
Minoritatskriterium.
& on 442
b)Zf S —
n=1 n +n° -1
"+ +2 n+2n +2n° _5n° 5 <
Lbs:nﬁ 2? <! - n 1< IZ = . 1/n? konvergent, also
n"+n -1 n’ +n -1 n n s
, , , z T+ 2
nach Majorantenkriterium auch ) E;——li——
= n’ o+ nz _ l
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8

n_»>5 +
c) M, neN
41’1

n

//A2.1.8 (1207) a)Beh:V peN gilt 0 <x,=3/n® -1—0 (n—w) //

n

4
n_5 n_5 [ 4
Los: 20 Flepxd N o3 ynpslo ,lz(E)n*z*(n([])nw_
4" 4" 4 [4] 16 5
\\ 5
n -
15 % 4 15
(—) Nk D% E,_‘ g <2*F (=2 =
16 42181 16
%KI—J
<
b) (i)“konvergent, also nach Majkrit auch ¥ >0 *2
n= “~ 4F
QY (-1 G
0fallsn < m
A\ . - _ !
//81.7.4 (906) a€eC n,meN,: 2.)(C=) I(n )I,fallanm//
m!@m- m!

//83.1.4 (1605)Leibniz Kriterium Vor: (a,) € R,a, \Q (n—>w).//

Lés: Y (-1)"b", wobei b,=4"(C"),

— (2n + 2! o, Cn+2)2n+1)2n0! —

b, =471 (iv;~1> ) = 4-n-1 — =
' S51.7.42.) m+D'mn+1)! (n+D!(n+1) s1.742)

2n+1
2n +2) (2n + 1 —_—
(2n +2) n >47n(in):2n+2bngbn = (bn)"o\ 0 (n—w0)
—

4(H + 1)2 ] n =1
5?74 Z (-=1)"b, ist konvergent nach Leibnizkriterium.

A3.2.3 Konvergenz und absolute Konvergenz?

5k
0 Zk 1
LOs 2: =, .2, wenn |z |<5
x=0 b
5

153 0 Zk

Fur |z|>5 ist ‘ >1, d.h )Y ~— 1ist divergent
x=0 5
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0 5 Dfe-1- 2]

Loés:Definiere b,=(1-1/n)"""e flir n>2. AuBerdem gilt

n+l n

1 1 n
b n+1) _|n+1 S e C N L S
b, [1 1) n- 1) no+1 n? -1 no+1
n n
n 1 2
P Doy " S (1+1/n) -1 =
n -1 n+1 nnpn -1 n+l n
Vs 1 1 1 1
b,” = e-— > —-e mit L1 (—-e)=0
bn / bn \ . n"w(bn )
. 1
Noch zu zeigen: ) (—l)k(e—i;-) ist nicht absolut konvergent, d.h.
k =2 k
. 1 . .
) (—-e) ist divergent
k =2 bk
Beachte, dass fir n=2 gilt:
1., on - 1))
1- )7
1 1 1 1 b, (
—mex = (—2 1) >e( M _1)=e (|l 2B ~1)=
b, b, b, b, b 1., n- 1
" - -
n n
2- _ n 2- _ n n
S o S R RS Y S L) IS ) B 1 ]_1)
4n° n-1 4n° - 4n 4n(n - 1)
> e
Bern 4(n - 1)
Da 2? a < divergiert, ist nach Majorantenkriterium auch
k=2 n -
. 1 .
) (—-e) divergent.
k =2 bk
Anderer Weg mit absoluter Konvergenz mit Hilfe
1 1 1
e— (1+—)">-(1+— )= (1+—)".
n 2n n

A3.2.4 Bestimme jeweils fiir alle z€C, fiir die folgende

unendliche Reihen konvergieren:

2k

~ =z
a) ,\,Z::)(2k)!

B ' Zz(m—l) (2/€)1| |Z|2 - B
Los:Quotientenk: S = —~ 0 V zeC = Konv fiur alle z
QU+ =2 | on + 1) @n + 2

o0

p) Y k*z*

k=0
Los:Wurzelkriterium g/n"z"|=n|z|=0<1 falls n|z|[<1l =
|z|<1l/n:=€& =|z|<& Y £>0 =™]z|=0

) Y a+1/K 2z

k=1

. . 5 1 1
Los:Wurzelkriterium wa+]_/m“auj“=(l+l/n)“|zyae|z|<e——$|z|<——
e e
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A3.2.5 a,€C, V neN, Zeige

a) Ist limyg)a, |<1, so konvergiert Z a, absolut
e n =0

~:=limsfa |<1. Wahle e>0: g*+*&<1 (z.B. e=1-49) =

Bew: Sei
q n— oo
=q 2

3 n,eNy: 2/\a,,|<;+a:q<l V n>n, = Z a, konvergiert absolut.

n=0

b) Ist lln;_n\a,,|>l, so divergiert Y a,
- n=0

~:=lim /¢ |>1. Wihle e>0: 9+€>1 (z.B. ¢=9- 1 oder e=_-1) =
C] n— oo 1 —_— q

= 2
—

Jla, 1>, -e=q fur © viele n — la,|21 fir o viele n = a, =2 0 =
g =

n— oo

Bew: Seil

20

> a, divergiert.

n=0

at?+l

<1, so konvergiert Z a, absolut.
n=0

c) Ist a,#0 V neN und }ILTTO}

L

Bew: _ :=lim |Z22l/1, wihle e>0: 9+€<1 (z.B. e=1"9) =
q 11— o0 a —
g =g 2
3 n.eENg: LLPESE <C}+s=q<1 V n>n, = Z a, konvergiert absolut.
" n=0

arr+ . ' \
—xll5], so divergiert Y, a,.

n=0

d) Ist a,#0 Y neNund 11”2

L

Bew: é;:lim RPEYE >1, Wihle €>0: 9~ €<1 (z.B. e=1"49 oder e=_-1) =
n— oo a —_— q
" = 2
a _
3 n,ENy: | <4 -e=q=1 V n2n, 7:; laml=la.l ¥ nzn, = |a,l=]4,

0

a, — 0 = Y a,divergiert.

oo n=0
A3.2.6 Konvergenz, absolute Konvergenz?
o SE—

//83.1.2 (1602) Vor: (z,)<C und Y, z, konvergent.//

v=0

n+l

//Beh:Notwendiges Konvergenzkriterium 2.)z, - 0//

n— oo

L (_ l)n‘*‘l R — oc (_ 1)17+l , , -
Los: THO (n—©) (da z/n -~ D 55, Zj)ﬁ konvergiert nicht —

o0 n+l
Z ) konvergiert nicht absolut
n=0
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Z( fiir a€R (fest)

n=l

//83.1.4 (1605)Leibniz Kriterium//
//Vor: (a,) € R,aN 0(n—>x).//

1 " 1
LOs: Z( ) konvergiert absolut < Z -
n

n=l n=l
o>1 Z( konvergiert, da absolut konvergent
n=l

0

1 - 1 n
0<o <1 :Wegen —\ 0 (n—o0) 34 Zu konvergent
n

o
s3.14 = g

konvergiert nicht

konvergiert nicht absolut.

//83.2.2(1700)//
//Vor: (z,) “_,cC, n€N,.//
//Quotientenkriterium//

0

//7.)Gilt fir eine unendliche Reihe Z zy, zx#0 V n=ny://

k =0

//  (.)lim Znxa <1, so ist sie absolut konvergent //
n— oo Zn
// (..)lim Znxa >1, so 1ist sie divergent//
n— oo Zn
, ! . . E™ 2D
Los:a,= 3o ,Binominalkoeff>0, deshalb ||weglassen = N =
G la. | Coid
BGn)!'@n + 2! n +l)!_ Cn+ D) Cn+2Mnm+1D
Cn)!'n! Gn + 3)! BGn+1)CBn+2 GCn + 3
1 2
l(2+—)(2+—) e N
— o D22 2 = 4/27, insbesondere lim |[Z=2*li—4/27<1
=3 1 2 noow 33 no o a.
B+ )@+ ?
n n
— . = .
$33% 75 Z_; a, konvergiert absolut ©.521, Z_; a, konvergiert
ay
o n® + 1
| > 1 1 1 C 1 l =
Los —_——— — — —
02 4 | o=l /nz + 0’ \/5 n Z:‘l 2 n $3.2.23.)
< |
=00 divergiert =
2
n=0 n- + 1
&L 1 )
Z | konvergiert nicht und nicht absolut
n- +
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e) gt+l+a’+g?+a’+g*+qg’+g®+... fur |g|<l (fest).

//83.2.2 (1700)Vor: (z,) ?_,cC 1.) 251|Zn| konvergent = ;E'zn konvergent.//
n=0 n=0

Los:# o 1 2 3 4 5 6 T7T...
# hoch1 0 3 2 5 4 7 6...

n+l

g~ fallsngerade

an= , wobei geC mit |g|<1l (fest)

g""' falls n ungerade

lim -, |a23\ —1lim ‘ ’1+$: lql,

n— o n— o
. : 1
lim niflas. | =1lim ‘qll- 1=1ql =

n— o n n— o

(3la.]) 7= hat als einzigen Haufungswert |g| =

o0

I = .

lim fla[=1gl<1 = E a, konvergiert absolut ;;%2
n=0 o

25 a, konv, (sogar %}@q¢%|=lql)

Bem: Quotientenkriterium hier nicht anwendbar:

|q‘3, falls nungerade

1 = lim
|— ,falls ngerade no o
q

a‘r:+l —
a

n

ar~.+l

ar;+l

=|g|*<1, im =1/1ql>1

n

n

Die absolute Konvergenz von 25 a, ergibt sich auch aus S$3.2.8, da
n=0

Z a, eine Umordnung von Z qg" ist (&Z |g|"<oo da |gl<1)
n=0

n=0 n=0

A3.2.7 Kann man mit Hilfe des Wurzel- oder Quotientenkriteriums auf
die Konvergenz der folgenden Reihen schlieBen?

() ) im,mez (..) ) '

ok Zoe+1/%

Bew: (.) 25 —%; konv m=2

k=1

1 1 S
(..)k,/|zk\=k( PR

1+1/kﬁ_1+1/k
limy 7 |=1 keine Aussage moglich:

k— o
Jlz, 11, 4z <9<l nicht mdéglich
1y
ER Iy
— k ‘77" Z=1 keine Aussage méglich! Aber
|Zk‘ 1 k+1 e
1+ —)
k+1
1 e 1 < 1
zk=——————7;59 —#0 = 25 ————— monoton wachsend =
1+1/% e 2 0+1/%

unbeschrankt = divergent.
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A3.2.8 Untersuche folgende Reihen auf absolute Konvergenz:

0

a);g k!

k
k=1 k

2

k+D!k" _ &+
k+ Dk k+D

Sptq —
a

Los:Quotientenkriterium K

k+1

k

1

!
1-1/%"

\ k
—1/e<l = 25 o absolut konvergent = konvergent.

k=1

©

k
b)Z: Ej%4j4§, Hinweis:Folgere zunachst aus S2.2.2 Bsp 1 ® @ , daB
k=1 kW +1

©

. . 1 .
die Reihe 25 — konvergent 1ist.
k=1 LS

//81.2.1 (406) Vor: K angeordnet, a,b€K 6.)|a+b|<|al|+|bl|//

. . . -1+ 1+ k 1+k 2
Los: Majorantenkrlterlum..IEQQ———EV| 5§ <
K>+ 1 Stzie) [0+ k*

. < 1
konvergente Majorante = absolut konvergent, da 22 k2=22§ -

k=1 k=1
konvergente Majorante.

Andere Formulierung:

\ 1
2: =l konvergent, 0343,3444444, =
PEST S k= (k- 1k
S - 1 < 1 < 1
— =1+ — <1+ — =1+ —
kZ:; k2 kz; k= kz; (k - 1k é (k + Dk
v o ktk 2
c)zf —_—
k=1 3
o0 k2 o0 . k
Los:Zeige (.)25 3* und (..)25 ko2 absolut konvergent =
k=1 k=1 3K
0 k2 os} k os} +
25 - +25 k2 =2§ d f absolut konvergent.
k=1 3 k=1 3< k=1 3
2 X 2
(.)Wurzelk. kﬁ%f=(JE)-ﬁl/3<l absolut konvergent
3

(..)Wurzelk. i~ 2
3k
urspringliche Reihe konvergent

3
2
=¢E’§~%2/3<1 absolut konvergent..

1714



d)

k=1

21’(

Los:

g)Z

n=l

Lés:‘

3 +1
//4a) 3 0<g<l mit gf]z.| =g V n>n, = Z | z. | konvergent.
n=9
2/(+I
J+1 k+1 k k . s k
2/\' (3A+] +1)2/\ 3/{+] +1 k— oo 3 k— oo k— oo = 3/\' +1
3¢ +1
k
konvgt = ( ist Nullfolge)
34 +1
kZ
ki +1
1
3 S e— 2 3
K 1 k+1>! vxeNos &£ 1 &£ 11
k*+1 T K+l kK BP+1 2k
=
Z (li) Minorante =zu Z k—
k=1 2 k o K+l
3 11 .
Wirde Z (— —) konvergieren,
= 2k
v | N 11
SO ware Z —=22 (— — ) auch konvergent
k=1 K k=1 2k
im Widerspruch zur Divergenz von Z % = Minorante divergent =
k=1
5' k? di
3 ivergent
= kT +1
K’ Ko
Anmerkung: = — -~ 0 ...Nullfolge
B+l 1+k7 ko=
2k
- 3k +1
2 2 N 2
k__ = 5;&0 = Z K divergent
3k +1 3+k_l k—ow 3 k=1 3k +1
(n)*
(2n)!
((n+ DY’
2Crn+2)!|_ (n+DI+DICH)!  (n+Dn+D) n+2n+l) 1 2
(n!)? (2n + 2)n'n! Qn+1)(2n+2) 4> +6n+2) = 4
2n)!
(lim ¢ lim):l
X— 0 X— o0 4
& (n)?
ist konvergent
n=l (2”)!
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0

h)

= 9105(/\)
- 1 -log (k) -log(9)1og (k) —}-~10g(9) _ 2 < 1 :
LOS: —o =970 =g1o9(9 109 () = ~leg e’ = 9 = 2log(9) = 3} — konv Maj =
90g( ) e<3 k

3ok ert
<~ W onverglier

i) ® Bsp flir Reihe die konvergiert, aber nicht absolut konvergiert?

. . . 1 .
, konvergent nach Leibnitzkrit, da z?¢ & alternierend

3 L=y L givergent.
k=l k k=l k

@ @ Bsp flr Reihe die divergiert, aber S3.2.2 5b) nicht erftillt?

//83.2.2(1700)
//Vor:(z,) Py, (wy) “_,cC, neN,.

//5b)Beh: ® lim |Zo*i) 7 n=>n,>n, = 25'|zn|<w(;z'zn absolut konvergent)
S Zn n=90 n=90
// oo lim|Zosilsg y >y o gg'lznl—w divergent
n— o Zn s
25 divergiert nach e), aber
= 1
(k-+1)‘
(k+1)° +1 (k+1) (k* +1) _ (k* + 2k ++1)(k* +1) A2k K K 42k 41 .
k? ((k+1)*)k? (k> +3k* +3k +1)k* 43k 430 4k h
o+l
@ @ ¢ Bsp flir Reihe die divergiert, aber beschrankt ist?
Los: 25 (-1)*, da Partialsummenfolge -1,0,-1,0,....ist beschrankt,

k=l

divergent, da HW 0 und -1
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S3.2.3(1717) Cauchy-Schwarz-Ungleichung

o0

o0
Vor: (z,), (w,) < C, Z | 2, | %<0, Z | w, | <00
n=0 \ n=o0 \\

3 -, W\L Z | znWn | <

n =0 \n:()

\
Beh: Z | Z,w, | <00 und es gl\lt

n=0

O
\\ \\
//81.9.3 (1150)Vor: nENO,ak,b«kEC 1<k<n dann//

//Beh: |Z aby| _<(Z | axl?) (Z\kbvl ) auch IZ akbk|<\/2 o | \/Z

\ k=1 =t

//81.2. 1 (406) vOr K angeordnet,\a bg« 6. )\|a+b| <lal+Ibl//

b |*//

v

//83.2.2 (1700)Vor: (z,) “ o CCBeh:;?\)Z | z, | kpnvergent = Z z, konvergent.

n=9
SR
//S2.1.2 (1250) Vor:Seien (an)s “(by) aus R konverggnt mit," "a,b, " b//
//Beh 7. )llm (a,b,)=ab// /// \\\ \\ -
, s
//81.9.3" (1151) /// \\ \M//
// Cauchy-Schwarz ngieichung QS'Iaﬂkl stétt Izgyaﬂxj in $1.9.3)//
/ =1 \//kA \
//
//Vor: nENO,QJ{, beR, 1<k<n Beh: Z Iakbkj,<\f2ak\\\/2b //\
.7 - —_—— N
, N N
k 4 S / ) 1 1
. 7< —
Bew.nzlzoznwn 51216)2\2 S“s/Z(z [le Z_Z\Tz [%\ >
= k<o 25 Z |znw l/<oo = Z z,W, 1st konvergent.

Vor 5322

s
Nach den Grenzwertregeln gilt dle Beh.

A3.2.9 a,, bieR, keN,. Beweise:

Abelsches Kriterium:Ist die Reihe Z ax konvergent und die
k=0

monotone Nullfolge, so konvergiert Z axbx.
k=0

Folge (by) ”

k=1
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A3.2.10 Doppellimes, iterierte Grenzwerte, sofern existent
> 1

2: o Konvergenz fur UWER

k=1

//83.2.2 2.)Majorantenkriterium

// 1z, <b,, V n=n, und gg'bn konvergent = lg'lznl konvergent

n=0 n=0
a)yu>1l1 b) wu=2 mit Majorantenkriterium
n+l
) : 2" ) 1 1
Los: a) n€EN: z: < =20 0 2" Summanden, grolRter <SS —
Zn*y 2n+1 2n

k=2"+1

n=1, k=3,4; n=2, k=2,...8 usw
*: Fir geignete r,s€N, mit m>2*, n<2°"', n>m, r<s+l
n 2s+1 +1 s

N
=

1 1 \ 1
oBdA n>m, |Sn—Sm|= Z — < Z T = Z 7<Z 2(1—u)n_
k=m+1 k k=2"+1 k T k=r k=2"#1 k k=r
T (A+)(sT+1)
2 (1w z 2(1-wn=p (1-wr ( 1-2 )
n=0 1—2n_'u
1 — (9D 1
————— 1ist beschrankt durch | —=— |denn 0<2% =]
=2 1-2"
|Sa=8al< 271" ’%
—_— 1-2 u
>0
beschrdnkt

b) £ﬁf§£§ fir u=2 = 2: i% konvergiert nach Majorantenkriterium durch
k=1
Vergleich mit 2: i;
k=1
A3.2.11
) i 2k*-1
o1 K'—3k+4
2 2
1Os: —;ak;l—- 2> 2 .. da —;gk;l—veo = Divergenz
k®—3k+4 5., k"—3k+4
2
sz—_1>0 v KEN =
k"—3k+4
Partialsummenfolge S, streng mnoton wachsend, unbeschrankt = SHZ;‘
o0
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© |
b)ka

k=1 kk+1

//83.2.2 2.)Majorantenkriterium

// 1zl <b,, V n>n, und Z b, konvergent = Z | z.| konvergent

n=0 n=0
Los: | _k | = /( k Sk‘3/2=(l)3/2. i (l)?’/2 nach Bsp Seite 1702 konvergent
Pt 7 Vi k ok
0 " K
= | konvergent.
§32.22.) kzzl \‘kk+1
0 2k
c) Z —
//83.2.2 5b)Beh: lim [Zo*il <1y n>n,>n, = Z |zn|<oo(2 Zn
e Zy n=9> n=0)
// absolut konvergent)
K+l
2
(k+1)!
2 _— 2 — |2
Lés: — #0 V neN. lim = = lim ‘—‘ =0<1 = Konvergenz (=e?)
k! ko0 k! kso | k+1 $32.5b)
0 k 2k -1
d) Y, (—)
o \3k—1
//83.2.2 4a) I 0<g<l mit j/|z,|=q V n>n, = Z | z. | konvergent.
n=0
5 2k —1 2| ‘ 2k —1
. Wk k ' 3k—1 1 — ( k 1
Los: e —— = - — = lim —_— =—<1 = konver
\'(3k—1) 5. |3k=1 G K 2.9 o \# 3k—1 9 P g
->1/3 =3

21

S3.2.4(1719) Verdichtungssatz von Cauchy
Vor: (a,) € R, a.\«

Beh:Z a, konvergent & Z 2"a,. konvergent
n=9 n=9

1
S 1 < 2" nyo 51 1 n
#Bew: Hilfsmittel: a>0, Y — S oo, da >, 27) , oY <o &

n=l n ce>1 — 1 1 n NS
2y (2“'1 geom. R =<l
o>1
ot m AR n 0
# n<2m: a=) ar =) (27-1-2+1)a.. =) 2'(2-1)a,. =
k=1 v=0 x =2V v =0 v =0
m
N
# ) 2'a,. <A<w.
v =0
# *vt1-1-2V+1=Zahl der Summanden,
# *a, \d.h. a_,. groBter Summand fir jeweils m
ol m+1 v m+1
# n=2": w>px ) a=ai+ ), Z axza;+ ) 2"'a.. .
k=1 vl k=2vT 4l v =l



Andere Formulierung:
eine monoton fallende Nullfolge in R, und sei

o0

Sei (ax) 7,

kh=2ka2k fir k=0. Dann sind 25 ax und 25 by entweder beide
k=1 k=0
konvergent oder beide bestimmt divergent.

Bew:Setze Sn=§' Ay, Tﬁi by.

k=1 k=0
2n+l_:L m 2\'+l_1 o o "
n<2™t: s, < Z ak=Z Z ax SZ (2V+1—1—2V+1)a2\,=2 2V(2—l)a2v=Z 2¥a v =Ty.
k=1 v=0 x =2 v =0 v =0 ) =(
nrt m+1 2V m+1
n22m+1 . SnZ Z ak=a1+ Z Z akZa1+ Z 2V_1a v :a1+Tm+1/2
k=1 vl k=2""l+1 v =l

(S,) beschrankt und

=
——
(7,,) beschrénkt

-

(T,) beschrankt und daher gilt die Beh.

—
(S,,) beschiénkt
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Andere Formulierung Bew:

Z ay konvergent (d.h. Y a,=Ge-a,=G,) &
k=l k=l

> a, konvergent (d.h. Z ax=G;+a,=Gy)
k=0

k=0
an \{ & ax<a,n V k>=2" und ay=a,. V k=<2" V neEN,=
2"”-1-—_———;2—'—/1”/1 - 2:+\ 1
2"a,= > ay® Y a. = konvergente Z 2fa,. =3 Y ak—Z a, =
/(:2{ k=2" n=0 n=0 =" n=l
- et -
Z a, konvergent = Z a k@fwergent -7 !
n n /
n=l n=0 / _ /
/ -
2"-1 - x0 2"-1 4
= 2 a 5n H—' E ak 7_‘> 2 2 dosn = Z § ak=z an .
- n=l Jo=nn! / n=l n =l Jo=pr! f1=1
g / o /
1 - ,/ / /

/ /
Bsp:1. Z n.(kogn <’6O o>0...f%lir welche a Konvergenz?
/ /

monoton falle}d’H 0 / /
// / 1/
3 <71 e 1 L R B |
> 7 w0 o B <o & (1ogn" D — <o ©
“~ - 2%(log2") /55 (mlog?2) 2= n¢
/ >q
> o 3 > > (2)
2" <o o <o o <o ! [_] <o &
n=l (2 ) r1=1// (Zn)a n=l Z(m / n=l 2‘1
o 1 n // / 1
Z [2a_1] <o (gepmetrische Reihe O<q<l)¢lb qg=——<1 & o>1
n=l y /
/
2. ! - (N a>0, Bru¢h—0) <o
2 egmgkiogm Menne ’ ruf )
o / n
S <o o — Tog(rlog2))” <o =2
= 2'}/log 2%(log log 2%)* log2 "7 n( og(nlog2)) $32.5
/ / (logn+loglog2)”
© / 2n 1 /
Z . < < Z l/ o <o <
o ,'Log 2" + log log 2" “=' (log2 +1loglog2)
/
/ - -
(Form) (an + b)* <o < — <o & a>1
g Tans0 g n®
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A3.2.10
a)Bewelise den Cauchy’schen Verdichtungssatz: Es seil (ax) [_,

eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen.

. = < k, "
Dann konvergiert Y a, genau dann, wenn >, 2 a_. konvergiert.

k=1 k=1

Bew: (a,) ”_, sei eine monoton fallende Folge mit a,=0 V neN.

,<“ Es geniigt, zu zeigen, dass ) 2*a_ beschrankt ist, da

(as) *_N, a,=0 VY neN.

\\
. x x .
? n 2"

o ? 2 n 2 w
Z 2ka2\, fz Z Z*Cle SZ Z ZaVSZ*Z ajﬁ2é aj.

k=l k=1 y=2141 k=1 y =21 41 j=2

0 Q o0 o0
k pr— * *
Y 2ka,. = Y oxa, <y Y 24,22+ a.
k=l k=l k-1 k=l Jj=2
v =2 +1 v

Hieraus folgt die Beh.

v= 1 2 3 4 5 6 7 8
* k=1 2a, =2"a,
2 2a, 2a,, 2da, 24, =22a22
3 2a, 2a, 2a, 24, 24a, 2a, 2a, 2453=23af
usw

»=" Auch hier genligt z.z., dass 25 ay beschrankt ist.

v =1

Fur ne (2¥'+1,2%] NN keN gilt aber

= 2k 2/ K
> ax<) ax ' avta<
v=l vt ] 1 3

=1 y=2/"14

k 27 k k
Z a‘zz-l +a1:Z 2j—la2?l +a1SZ
j=1 j=1

=1 p=27"l41

+2a;.
Wieder folgt die Beh.
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