D4.4.5 (2560)
Vor: McR, f:M-R

f besitzt ein globales Maximum (Minimum) bezliglich einer DG(ZM in x,€

falls gilt:f(xq)=f(x) (f(x¢)<f(x)) V xefh.

//D1.3.4 Sei X eine beliebige Menge.

//Eine Abbildung d: XxX— R, heiBt Metrik auf X, wenn flr
//beliebige x,y,z€X, die folgenden Axiome erfiillt sind:
//1.) d(x,y)=0 & x=y

//2.) Symmetrie : d(x,y)=d(y, x)

//3.) Dreiecksungleichung: d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)

//81.3.3 Positive Definitheit

//d: XxX—=R = d(x,y)=0

//D1.3.5

// (X,d) heiBt metrischer Raum, wenn d eine Metrik auf X ist.
//D4.1.1(2200) Fiir xR und 6>0 sei //

// [OJ’S(XO) :=Us (x0) \[x0/=[xER[0<| x-x,| <O]. //

//3.)x,ER heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:< V >0 ist MN {35(xw;f®.//

//4.)M’ sei die Menge aller HP von M und //
// ™M =MUM’ die abgeschlossene Hiille von M.
// (*)M heiBt abgeschlossen: & M=pn < M’/ CM.
// # M=pp =MUM’ < M’/ cM
//Andere Formulierung://
//(**)Eine Teilmenge MSR heiBt abgeschlossen, wenn der //
// Grenzwert jeder konvergenten Folge (x,) mit x,EM selbst //
// in M liegt.//
//5.)M heiBt kompakt:< M ist abgeschlossen und beschrdnkt//
//Andere Formulierung://
// Eine Teilmenge MSR heiBt kompakt, wenn jede Folge in M eine //
// konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert wieder zu M //
// gehort//

S4.4.9(2561) Globale Extrema
Vor: McR & M kompakt

Aussage: 3 @é?f{z)=min f (M) €eR und 3 Iggf f(z)=max f£f(M)eER, d.h.
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d x;,x,EM mit f(x;)<f(x)=<f(x,) V z&EM.
//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TcCK, T#©@, SEK//
// 1.) = supT: < a), 1ist obere Schranke von T und//
// B)V e>0 ist

// o V ter:

//D4.1.1(2200)
//5%.) M kompakt <

-& keline obere Schranke von T//

5
t<'y und V &0 J t.€T mit t>, -¢//

// Jede Folge aus M besitzt eine //konvergente Teilfolge, deren
// Grenzwert wieder zu M gehdrt

// (V (z,)7_, mit z,€M F (z,,) 7,

// lim 2z =zem)

k— oo
//84.3.3(2409)Folgenstetigkeit
// Genau dann ist f=D— K stetig in z,€ED, wenn fiir jede Folge

// (z,) in D mit z, = z, auch f(z,) - f(z,) gilt.

n— %0 n— oC

Bew: f (M) kompakt,d.h. beschriankt = 3 y,:=sup|f (x)ER|xEM|=sup f (M)

= —> —

= 3 ynef (M) r Yn -~ Yo = Yn:f (Xn) r Yn -~ Yo, X, €M,
S1.3.1 11— 0 H— 0

=
| Xn | Vor :M kompakt K v HEN
— . = yn, N
paT15% (x, ) -, mit x, -xeM 2 -~ =f(x,) - f(x0)=yo=max f (M)

-1 fstetigin x, — yo 54.3.3

//84.3.3(2409)Folgenstetigkeit
// Genau dann ist f=D— K stetig in z,€D, wenn fiur jede Folge

// (z,) in D mit z, =~ z, auch f(z,) - f(z,) gilt.

n— %0 n— oC

#Eigene Formulierung in Ahnlehnung verschiedener Quellen:
#Bew:yo:=sup|f (z) ER|zeM|=sup f (M) = y,ER oder y,=o (wenn M nach

. . 1, .
# oben nicht beschrankt) S;z o Yom— ist keine obere Schranke
. . n
. 1 5
# = V n: I x,€M mit f(x,)>yo—— und y,=f (x,) <, Yo,
n n— o, n—

— . o0 . — . _
# D4.H]—.‘l5*) 3 TellfOlge ( Xn" ) v =l mlt Xn" M uhg:ﬁ‘—("/i/a\,vcn XOEM mlt yo_f (XO)

= yﬂ\' —>
# 2 L =f(x,) 2 f(x)=y=max f (M)

fstetiginx, YO v S54.3.3

Bez:Ein abgeschlossenes und beschrédnktes Intervall
(Bsp [a,b])heiBt kompakt.

Bem: (.)Die Vor ,f stetig"™ und ,Intervall ist abgeschlossen und
beschrankt“ sind wesentlich.
(..)Dann gilt:f([a,b])=[0i0 f(x), MIN f(x)]=abgeschlossenes
Intervall

Bsp: (.) f(x)=x auf g&}), fﬁ?f(x):l, max existiert nicht.
offen! "
(..)f(x)=1/x, [1l,0), Msatz nicht anwendbar, MaxX f (x)=£f (1),

x€[1, 0]

min f(x) existiert nicht (0 wird nicht angenommen)
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( )£ (x) = 0 fallsxe R/Q N[0,1]
U ®) = p fallsx =p/gmit pe Z,qg € Nund teilerfrem d
min=0, max existiert nicht, nicht stetig.

A4 .4.14 Gegeben seil eine stetige Funktion f: R»R. Es gelte
\

limf(x)=limf(x)=0. Zei\\ge, dass dann @le(x)l existiert
X — =00 X — +00 < ER

//S4.4.7(2560) Vor: McR oder M&C& M kompakt, f:M— R stetig auf M.
//Beh:3 MINf(z)=min £(M)€R und '@ MaxX f(z)=max f(M)€R, d.h.
// 3 2,,2,EM mit f(z,)<f(z)<f(x,) V zEM.
Lés:Fall l:Wenn f(x)=0 V x€R, max\f(x)|=0
) ~ , ~ \
Fall 2:3 XER mit If(X)|>O =

\
\

INE
d x> mit |f(x) |S|f(x)| \Wox>x, &
x > \

\
- \

3 x< mit |f(x) 1</ vix<x,
2 \
A\ . .
5'4.4.7,[,\'?2Jk()mpakt3 m=max|f(x)]|, |£f(x)]| 1s\t stetig in x€([x,,x,]) =
f—
3 m=max|f(xy) | fUr x€[x:1,x%x] =~ _ |f(x)|<m V x€R? = m=max|f(x)| V x€R
m=f ()
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D4.4.6(2563) GleichmaBige Stetigkeit
Sei McK, f:M—=K heilt gleichmiafig stetig auf M:e
Ve>0 3 0.>0 V z,, z,EM: |z:-2,]1<8: = |£(z1)-£(z,) |<e
Er%éuteﬁpng¢\Egal,welche Punkte z;, z,€EM gewdahlt werden,muB zu €& immer
l v Nz,-z,|<d: gelten, also , nur 1 Wert O fur ganz M “.
\ \‘ | Unterschied zu stetig siehe Bsp 2 |
| \ Im\\2. Bsp immer das gleiche 0., von 2%0 unabhéangig
Bem)f: M- K'\ist yleichmidbig stetig auf M < V e>013 8=3(¢)>0
(® unabhkngig,von z€M) mit: V z,&M, V zEMﬂUg,(:zo) gilt

f(z) €U (b)) .\ |

| I\ \ :
#Verg‘gleich’St‘Qtigk it |
#pa.3.1 \ |

|
Sei QCR. ¢ann keiﬁg\f: D—R, stetig im Punkt x,€D:e
|
V oESD T 8p0:f () EUEN(F (%)) Y xEDNUs (x,) .
f heilRt stetig auf Acpzcb f ist in jedem x,€EA stdtig und es gilt.
* Kk x Vzl‘>0 \’9 x0€D T\ 4:51,“(U )\ V xEA: |x-%X0]1<0 = |f(x)-f(xy) |<e.
\ AY

f \

Animation zu gleichmdBige Stigkeit Internet:
https://de.wikipedia.org/wiki/Gleichm%C3%A4%C3%9Fige Stetigkeit

Bsp:1.)f(z):=2? V ze C mit |z|<R.

|zl—zz|<6:=§ = f(z)=z" gleichmiBig stetig auf U_(0) .

2.)f(x):=1/x, ist nicht gleichmdBig stetig auf (0,®).
Anm: V&E>0 I 6>0 (8 unabhdngig von x):
1 1

X X,

|X2' XJ

X%,
Wihle x,,x,€(0,0) mit &> |x,-%,|=0/2.

<g V x1,%,€(0,0), |x,-x1]<9.

8/2< | x,-%, | <exix, ¥V 0<x,<xX, — #ex,%, Cl() = 0—0# = Widerspruch =

=0, X =0y

Kein von x unabhidngiges 0 zu finden!

//81.2.1(406) Vor: K angeordnet, a,b€K Beh: 6.)|a+b|<|al|l+|bl|//

3.)f(z)=2°, |zI=<R, |f(z1)-f(2z,) |=l2z-2,|=
| 213"'212Zz‘|‘21222_22212_21222_Zl3 [=1z1-22] | 212"'2122"'222 |
- -
= 1z1-2z;|3R* V z,zEU_(O) .
S1.2.1
. _— €
Sei e>0: = |z.°-2,°|<|z:-2,|3R*<e V z,2,EU_(O) & |21—Zz|<6?:3R2
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S4.4.10(2564)

Vor: Sei McK & M kompakt (d.h. abgeschl& beschrankt) f:M—K stetig auf M.

Aussage: f ist gleichmédBig stetig auf M.

//D4.4.6(2563) GleichmaBige Stetigkeit

//Sei McK, f:M—=K heift gleichmdBig stetig auf M:e
//V¥e>0 3 8:>0 V zy,z,EM: |z1-2,]1<8 = |£(z1)-f(z,) |<e
//%4.3.?(2409%Folgenstetigkeit

/7 Gemau dann ist f=D— K stetig in z,ED, wenn fiir jede Folge
\

|
//I (znv in Dimit z, = =z, auch f(z,) < f(z,) gilt.

| n— o0 n— oc

//D4 1. 1\(2200)\

// ‘4.) M’ sel‘die Menge aller HP von M und //

/7 N :=MUM’ die abgeschlossene Hiille von M.

// : (*)M’heiﬁﬁ abgeschlossen: & M=pn < M/ CM.

J/ | | # M=pn =MUM’ < M’/ cCcM
// k**)Eine Teiﬁmenge[WCR heiBt abgeschlossen, wenn der

// Grénzwert\jeder konvergenten Folge (x,) mit xX,EM selbst

// { in M’llegp
// 5. )M’helﬁt kompakt © M ist abgeschlossen und beschrdnkt//
//S? 4. 1(;502)Bqlzano Weierstrass (BW)//
//Vor: Sel\(an)C?ﬁ beschrankt//
//Beh: (a,)| hat efnen HW a€R und eine gegen a konvergente//
// { Teilfolge.d—ksamfk vV neN) //
Bew:Annahme f nicht gleichmalig stetig auf M =
Wegati@n von\Def Stetigkeit:
d >0V 8>013 z,z"€M: |z-z2"|<0:= |f(z)-f£(z2') |=¢g, =
,\El £,>0 \‘V 6=l/h, neN 3 z,,z’", EM mit |z,-z’./<1/n = |f(z,)-£(z",) |=¢g

on ).(=z, ')I'Fq’s('hj'c'iﬂf\-f \

| =l \3 ( Zfl,, ) f:l 4 ( Zli,, ' ) f:l mlt Zu,, ’ Zn,,‘ :) Zooy ZOOEM

M beschrinkilhind S2.4.1 ' V—> o0

S54.3.3 N

'

— f(Z”‘/ ) &f(Z”V ) - f(Zoo) =

S stetiginz V— o0
fsteti
V4 z = ' !
O<€<|f(n) f(n)| |f( ”A)—f(Z )|S|f(Z”A)—f(ZOO)|+|f(zw)—f(znf\)|_)O

0 >0k "k

k— o
ﬁ\Wlderspruch
Bem:f:[a,b]—R stetig = f gleichmidRig stetig

f(la,b])=[min £, max f]
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S4.4.11(2565) Vor:McK & M beschrankt, f:M—oK gleichmidBig stetig auf M.
Beh:f (M) ist beschrankt, d.h. |f| ist auf M beschrankt
Zusatz: £ 1aBt sich eindeutig stetig und gleibhméﬁig stetig von M
auf M (kompakt) fortsetzen. Damit ist f auf M beschrankt.
//D4.4.5 (2562)GleichmiBige Stetigkeit// \
//Sei McR oder McC. f:M—C heiBt gleichmdBig steltig auf M:< //
// Ve>0 3 6=0.>0 V z,,z,EM: |z,-2,|<6, = |f(z;)—- f(z:)]|<e
//Bem:f:M— C ist gleichmidBig stetig auf M < \7’5>0“3 0=0(g)>0//
// (0 unabhdngig von z€M) mit wenn V z,eM, V zaMﬂU(s(zo) gilt//
// f(z)€U:(z0).// \
//84.2.3(2310) Sei McK, z,eM’, f:M-K// \

//Beh:2.)3d lim f(x)eER & V 0 F 6>0 mit | f(x;) f(;%2) | <€ Vxl,x2EMf7U5(xo)

x—)x \

//D4.1.1" (200%) z,£C, 8>0, McC, M#@://

|
\
// toja(Zo)::\Ua(Zo)\/Zafzfzéc|0<|Z—Za|<6/.// \‘

//2.)z,EC heiBt Haufungspunkt (HP)von M:e V >0 ist! MﬂUg(ZO) #O.

// M’ sei die Menge aller HP von M und M :=MUM’ a’ge abgeschlossene//
// Hille von M.
Bew: Sel z,€M'\M. Ngch Vor. gilt V e>0 3 0=0.>0 unafPhanglg von z),

o I (z)~£(22) <€V 23, 2:€M, |zi-24]<0 =

\
LA Vae>0 T 0=0,50: | £(z,) ~F(z,) |<e, ¥ 21, 2:€MN o3 (20)
Sz g \
L ’ \
Hr—‘ XZ \ \
$4.2.32) A N \
| 3 }}me( )=:f(z) Y z,€M’\M.
- N J Sei f: \L\\4—>K wie oben definiert,
\\\ Z 1 Z, EM mit |Z;_Z;|<6/3:>

Zu z] /5 QQEMﬂUa/g(zT): | f(zy)-f(z")|<€E/2

. \
Falls =z, €M, dann sei /Zl=z] , \
/

Falls =z €M’\M, so gilt £(z]) 2ling (z), zeM

Z7 2y

Zu Z: 3 ZQEMm U/8/3( ), |f(22)_f(22) |<8/2 =
22~ Z2|<’ ‘j—/{ i ’ ‘%f—’_ 22’<36/3=6 ;4;:-%}4.4,5

<d /3 / <(\/1 <0/3

| £(2,) —f(2,) f<e =

/ * *
|f(z;)—f(z'§)s’f‘zl) - fe)| [fen - fe) ffe) - fed e o | £(z7)~f(z))<2e =
/7 <e/2 <t <e/2 -

f auf gleichmahlig stetig = |f| auf M beschrankt
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#Andere (eigene) Formulierung:
#Bew: Sel M# p =MUM’

# Sei z,€EM’\M. Nach Vor. gilt V &>0 3 0=08(g)>0
# zy—— ~ {Unabhidngig von z), |[f(z.)-f(z,)|<& VYV z.,2,EM, |z,-2,|<d =
# V e>0 3 6=8(e)>0:|f(z1)-f(z,) I<e, Y z,,2z,EMN E’Jm(zo) 54§32_)
¥ 3 1imf(z)=:f(z,) YV z,EM’ \M.
Z7
# Sei =z=,,=z,€EM' \M mit |z;—z;|<6/3 =
/
# zu z; 3 2:€MN o lz) s | fz0) ~F(z) I<E/2, f(z])= }}gnf( ), YV zeM
/ //
¥ =2 3 zzeMQ/E’Jm( 2),/|f(22) £(=2)|1<€/2, f(z;)=zlir2f(z), V zeM
- <’Z1 - b ‘+’ \Z%L/ kz ) 22’< =
# | z1 Z2|—T Y, QV \<h/} 30/3= 6%):' D445\f(71)‘.fl:;)‘<*‘
/ _ = s
bo1E(2l)—f (2 <[TED VALE D - £ e TN op o e (2 of (20 ) <06
<{/2 __seT——— " <2
# =f auf ™M glelchmaé—ﬂ‘j‘§fe—{:lg = |f| auf M beschrankt
#  Sei z €M'\M mit [z -z [<8/3, z,=2,EM =
/ / .
# Zu =z, 3 zleMmE’js/g(z;)//: If(zla/—f(z* ) I<&/2, f(z;')%jglf(z), V zeM
/
/ .
# [ £(22) ~£ () I=1£ (¢ /l—o/f =f(z,) 1M £(z), V zem
- <’Z1 - b ‘+’ - 7/2’+ - Z}‘< =87 =
# |Zl Z2|—T W Hﬁk;f_/ 26/3 6 V()"3D4-4-5‘f(31)'i(:z)‘<"7

/ . , P
BIE (2 ) —F (22) <I5GD - f(zl)LrwJﬁfz)’ﬂzzﬂﬁ—g=s' = |£(z')-f(z))

<e/2 o <e _— =0

# = f auf ™M glelohmafslg stetig = |f| auf M beschrankt

Andere Formulierung (nur fir R)
Vor: Intervall I, f:I- RgleichmédRig stetig auf M.
Aussage: Falls I beschrankt ist, ist auch f(I) beschrankt
Bew:???? Nicht verstanden
Zu e=1 I 0: |f(x)-f(x")|<1l V x,x'"€I mit |x-x’|<d.
Wahle x,€I, definiere dann x,:=x,+0,, n€Z
3 min n,eN, %, &1, X, Xo X1 X Xp %o

3 max n,eN X, € TI. Dann gilt: i H———1— i

| f(x) | <max|f(xy) |+1 V x€I (n,+1<v<n;-1)
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S4.4.12(2567)

B

f:I-R gleichmdBig stetig auf I ' f stetig auf I

//D4.4.5 (2562)GleichmdBige Stetigkeit//
//Sei McR oder McC. f:M—C heiBt gleichmdBig stetig auf M:< //
//V¥e>0 3 8:>0 V zp, z,EM: |z21-2,1<8: = |£(z1)-£(z,) I<e //

Bew:Aus D4.4.5 glm Stetigkeit (x’... &... 0)
=
Bem: (.) StetigkeitricirgleichmaRige Stetigkeit

(f(x)=1/x auf (0,1), & hangt von x, ab)
(..)Falls I kompakt und stetig = £(I) kompakt, also
54.4.7
beschrankt

A4.4.15 Zeige:Eine auf einem beschrédnkten Intervall
gleichmaBig stetige Funktion ist dort beschrankt.

A4.4.16 Zeige:Die Funktion xa 1/x ist auf R, nicht gleichmiBig

stetig.
Tip: nicht beschrankt
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A4.4.17

Es sei f eine auf R stetige Funktion, fur die gilt:

d p>0: f(x+p)=f(x) V x€R. Man nennt dann f auch periodisch mit
Periodenlange p.

Zeige, dass die Funktion f auf R gleichmidRig stetig ist.

//84.4.9(2565)GleichmdBige Stetigkeit//

//Vor:Sei McR oder McC und M kompakt (2560), f:M—C stetig auf M.//
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.//

Los: ﬁ'c t verstanden, deshalb eigener Versuch Seite 2569

o~
BB S

[0,p] gleichm.stetig v
4 ——— e —

| x—y | <0...

S4.4.9
[0, 2p] gleichm.stetig
S4.4.£{
Bew:Z.z. V ¢>0 3 8>Q V x,,xER. |x-%,1<8 = |f(x;)-f(x,)]|<e
(.)f(x+p)=f(xMV x€R = V keZ, f(x+kp)=f(x) V xeR

N
(..)f auf R stetid<= f auf [0,2p] stetig =
N

S54.4.9
f auf [0,2p] gleichmidBig stetig.
Ve>0 3 8>0: V x,x€[0,2p] : |x-%,1<8; = |f(x)-f(x) |<E;
(...)V xeR 3 keZ, re[0,p) :x=kp+r
Falls x=k,ptr,, y=k,p+r, und |x-yI<p = |ky~k,|=<1, da
Fir k=min{k., ky}: x—ka[ngp}~Hﬁa’y—kp€[O,Zp]
Sei: neues &>0 beliebiq},SetZé’&;S und bestimme 9;.

Setze 6=min{&,pﬂj/5ann V %, x%ER, |x:-%x,]<9, k=min{kx;,kxz}:$

—

<o
x1-k,€10,2p], x,-k,€[0,2p] und | (x,-kp) - (x2-kp) |=|x,-x,|<0 ;:

| £ (x:-kp) £ (x:-kp) [ <€ ?? £ (x:) £ (%) [<e
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FEigener L&sungsversuch

//81.5.15(759)

//1.)Y a€R 3 das groBte Ganze von a, d.h. I [alEZ mit
// [a]=a<[a]+1l, [a]:=max|[n€Z |n<a]

//81.5.16(761) (Division mit Rest)

// V peZ und neN I eindeutig bestimmte Zahlen g€Z und
// re{0,...,n-1} mit p=ngtr
//S4.4.8(2565)GleichmdBige Stetigkeit//

//Vor:Sei McR oder McC und M kompakt, f:M—C stetig auf M.//
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.//

Orientierungskizze

ANEANANAN
N S\

Bew:

® S1.5.16:

x," =k X5 *ptr X5 Ro= (kxi k) *prr X2

xi=k, *ptr,

V [0]€Z und peN T eindeutig bestimmte Zahlen k€Z und
te{0,...,p-1} mit [d]=pk+t

®e 351.5.15 = VYV 860, 6€R, I [8]eZ: [8]<6<[8]+1, [8]:=max[n€Z |n<d} =

3 s€[0,1), s>0, 08=[0]+s
e0e (&  ®00) - V 5cR I keZ, peN,
Z.z. ¥V 0 3 0>0 V x,xER, |x1-x,1<80: |£(x1)-£(x,)|<e
(.)f(x+p)=f(x) V x€R = V keZ, f(x+kp)=f(x) V x€R
(..)f auf R stetig = £ auf [kp, (k+1)p] stetig 7.

f auf [kp, (k+1)p] gleichmaRig stetig.
V e>0 3 0’>0: V x,,x,"E€[kp, (k+1)p]:
| %" =%, 1<0" ¢ [£(x")-f (%) I<E

LA : Sel XlIXZER/ Xlzkx; p+rx; e[kxA *pr (kx; +1)*p] 14
x=(k ., +k)p+r ., [ (k. +k)*p, (k. +k+1)*p],
X' =k . ptr ., €[k, *p, (k, +1)*p]
= f(k. ptr. )=f(x/)=£f(k, +k)p+r. )=f(x;) =

6=|x2—x1|=|(kX1+k)p+rx3—lep—rX1|=|kp+(rx2—rxl)|=|kp+r|€ R

6’=|xy-ﬁq|=|kxlp+rx2—kxlp—rxi|=|rx2—rx;|,r=(rx2—rxi)€[0,p)
= |X2‘X1|<6 = |X2"X1|<6’

T,V e>0 3 08>0 V oxy, %" ER, Ik -x <01 [ f(x)-f(x1) |=]f(x)
V e>0 3 >0 V x1,xER, |x,-x,1<0: | £(x)-f (%) |<g
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A4.4.18 Geg sei eine stetige Funktion f:(a,b)— R (a,beR, a<b).
Zeige, dass genau dann eine stetige Fortsetzung F:[a,b]— R
von f existiert, wenn f gleichmaRig stetig ist.

# f:(a,b)» R (a,beR, a<b) gleichmdBig stetig &

# F:[a,b]»R stetig mit FJ._ ., =f

//S4.4.8(2565) GleichmaRige Stetigkeit von f

//Vor: Sei McK & M kompakt (d.h. abgeschl& beschrankt)

// f:M—>K stetig auf M.

//Aussage: f ist gleichmabig stetig auf M.

//84.4.10(2568) Ist f:I-R gleichmidBig stetig auf I,so ist f stetig auf I
//84.2.2(2304)Sei McR, x,eM’, f:M-R//

// Bem:3.) 3 liMf(x)eR o
// V e>0 3 >0 mit | f(x;)-f(x,)|<e V x;,x,EMN -E_}J(X()). //

Lés: f:(a,b)— R gleichmiBig stetig = f:(a,b)— R stetig

54.4.10

,=" F:[a,b]—= R sei stetig mit Fmaﬁn=f S;ZS F gleichmaBig stetig
= f gleichméaRig stetig

,=" f:(a,b)> R sei gleichm stetig, d.h.
V ¢>0 34 0>0, so dass V x,y€(a,b) mit |x-y|<0:|f(x)-f(y)|<e =

(*)V €50 3 >0, V x,y€(a,atd) mit |f(x)-f(y)l<e _ Z = 3 og=lim
f (x)
Genauso zeigt man, dass Bzi}flf(x) existiert
o, x =a
Definiere F:[a,b]m R. F(x)=1fx) x € (a, b ,
p. x =D
dann ist f stetig = Beh
# (*) (a,a+d0)Z (a,b) ? also ist in (a,a+0) nicht die gleichmaBige
# Stetigkeit erklart?
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A4.4.19
a)Zzeige: Ist die Funktion f auf R stetig und existieren die
Grenzwerte von f flir x—o und x—-o, \so ist £ gleichméaBig
\

stetig auf R. \
\

//S4.4.8(2563)GleichmiBige Stetigkeit//
//Vor:Sei McR oder McC und M kompakt, fd%ﬁé stetig auf M.//
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.// AN
//D4.4.5 (2562)GleichmdBige Stetigkeit// AN
//Sei McR oder McC. f:M—C heiBt gleichmidBig stytig auf M:e //
//V¥e>0 3 8.>0 V zy,z,EM: |21-2,1<8: = |£(z1)—-£(z,) | <&\
Loés:D4.4.5 (2562)V >0 3 6.>0: V x4, x.€R, le—x2|<6g\v\> | £(x1) -£ (%) | <g,

\
\
f A \
|\ \\\

. \
(.)1im £ (x) existiert|= VY ¢>0 3 kKeR,, V Xl,X22k1:|f(X1)—f(Xé{|<&

X 0

7

(. .) lj‘m f(X) eXiStiert‘\:) V 82>O 3 k2€R+, V X1, X2 S_kz: |f(X1)_f (\Xz) |<82

X — =00 \
(...)f stetig auf R = f\stetig auf [—ky}q]sgzx
. . o
f gleichmaBig stetig:auf [-k,, ki] =
\ S4.4.8

V e>0 3 6:>0, V X11X2é\;[_k2/kl]l | x1-%,1<0; = | £(x1) - (%) |<es.
Sei €>0 beliebig. Setze & =¢g,=¢;=¢/3, bestimme ki, k,€R,, 6:>0,
setze 0=min{d;, ki, k,} #>0#. Setze x,,x,€ER beliebig mit |x;-x,]<0.
® Falls x;,x€[-ky, k1] oder x;,x,>k; oder x;,x, <-k, folgt aus
(), (..) bzw (...) |f(xy)-f(x,)|<e.
® @ 'alls x:;<k; und x,>k;:
EE I LT CY D TR P | ky-x, | <9,

>0,da x, <k >0,da x, <k,

() - ﬂkﬂ\+\f&ﬁ- f(x,) |
<i‘3 <g,

® ® 0 flls X1<_k2, X2€ [_kz, k] # X2>_k2 #, al’lalog,

insgesamt gleichmaBig stetig

#lxi—-x=xtki—ki—x,| <

f
| £(x1) - (x2) | é‘ <g;te,<e
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b) Folgt umgekehrt aus gleichmaBiger Stetigkeit die Existenz der
beiden Grenzwerte.
Anleitung:Betrachte z.B. die periodische Funktion.

Lés:%}ﬁ f(x) bzw 33{3 f(x) mUssen nicht existieren.
Betrachte z,B. f(x)=|x-[x]-1/2]

s

f auf R stetig und
| periodisch, d.h. nach
{ 2 A4.4.17 gleichmabig stetig
auf R, also fir neN,

lim £(n)=1/2, limf(n+1/2)=0, also 1iM f(x) existiert nicht.

n—0 — 0

s

A4.4.20 Gleichmé&Bige Stetigkeit auf geg Defbereich?
R— R
a) f= .
X > sin(x)
//S4.4.8(2565) GleichmédBige Stetigkeit von f
//Vor: Sei McR oder McC und M kompakt, f:M—C stetig auf M.
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.

Lés: sin(x) stetigsgzgsin(x) glm stetig auf [0, 4mn]

3 0,>0 XJEWAjﬁWﬂryKO|31n(x)—s1n(y)|<s V x,y mit |x-y|<0
Wahl kEZ: (X, :2kn+x & y, :an—l—y) e [O ’ 43-[:] sin ;)(ZH:'Z)chl\'(‘fi
|sin(x)-sin(y) |=|sin(x’)-sin(y’) |<e¢ = sin auf Rglmstetig
(0.) - R
b) :{ 5
XX

Loés: g(x) stetigsgzsgwx) glm stetig auf [0,1] =
Ve>0 3 60: V x,ye€[0,1] mit |x-y| gilt stets |g(x)-g(y) |<e =
V x,ye(0,1) &« ¥ £29 4, yero0,1] d.n.

gleiche o

glm Stetigkeit auf [0,1] = glm Stetigkeit auf (0,1)

0,1) = R
c) h=
x = log(x)
16s: h(x) nicht definiert auf [0,1]....(0=e?)
Sei e=log(%) & 0>0 beliebig klein ;*)‘ , |x—y|:%6<6,
\ZE(A,_\::(
3 §15 3 3
|h(x)-h(y) [=]log( > 0) -1log (0) |=11log %5 ) I=11og( > )|V0bdegMdnlogw > ) =€

= h(x) nicht glm stetig.
[a,1]
——

fiir O<a<l
ausfiillen, sie kommen aber nicht an den Randpunkt, da sie
immer einen bestimmten echten Mindestabstand zum Nullpunkt
aufweisen, wahrend(0,1) keinen Mindestabstand zu Null besitzt,
aber 0 trotzdem nicht enthalt.

Bem: h(x) glm stetig auf Die [a,1l] ko&énnen (0,1) beliebig genau
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# A = B & 9B = qA dquivalent zu A < B
//D4.4.5(2564) GleichmaBige Stetigkeit
//Sei McK, f:M—>K heift gleichmdBig stetig auf M:e
//V¥e>0 3 0.>0 V z,,z,EM: |z:-2,]<0:=> |f(zy)—-f(z,) <t
A4.5.21 Geg sei ein Intervall Ic R und eine Funktion f:I—R.
Zeige, dass f genau dann gleichmaBig stetig auf I ist, wenn fir
. alle Folgen (x.)r, und (y.) o, in I mit
| | X, ¥a ? 0 auch f(x,)-f(x,) » 0 gilt.

-7 ! ’

| - K n-o n->o
Los: (. )f I-R sel glelchmaﬁlg stetig, d.h.
vV oe>0 3 6>O vV x, yEI mit |x-y[<d gilt |f(x)-f(y)|<e.

Welter selen (xn),(yn) Folgen in I mit llg b< -ya) =0

18(x) ~f (v2) 2 0.
n->oo \\ //,/”
/! ‘Sei g>o baf., T ne(x): |x,~y.l<d(=d(e)) .

7
/
/

0 Yonzng(e) gilt [ (x)~f(ya) I<e ¥ n>nol(e)
Also gilt lim (f(\x) —f (y.))=0

(. )Nun sei f nlcht glelchmaﬁlg stetig, d.h. Negation von D4.4.5
3 %>O‘V 0>0 3 x,y€l mlt |x-y|<d: |£(x)-f(y)|=¢g,.
Sei ein solches >0 geg. =
3 %, v.€I, ¥V neN mit |x,- yn|<1/n und | £ (%) -f (yn) | =g, =

Lim (%.=y2)=0 aber f(x,)-f(y.) $ 0 = Widerspruch
n-— o n->ow
Ad.4.22

a)Es sei Mc C und f:M—> C. Zeige:
f gleichmaBig stetig auf M = |f| gleichmaBig stetig auf M

b)Bestimme alle Unstetigkeitsstellen der Funktion
i, firx € Q
-i, firx e R\ Q
(Dieses Bsp zeigt, dass die Umkehrung von a) nicht gilt)

f:R->C, f(x)=
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sl / x) fir x € 0,1]

Ofirx =0 //

a)Untersuche die Funktlon f:(0,1]> R auf gleichmiBige Stetlgkelt

0 /
/ /\ x 1/x -0 fur 1/x=0,5% 1,5; 2,5..
/2 > x=.2"  2/3; 2/5..

s (x) 0 1 =1/2 fur 1/x= 1; 2; 3.
x= 1; %; 1/3..
//D4.4.5 (2562)McR & McC. f:M—C gleichmdBig stetig auf M:< //
//V¥e>0 3 >0 V zy,z,EM: |z1-2,1<8: = |£(z1)-f(z,) |<e

//Bem:f:M— C ist gleichmidBig stetig auf M < Ve>0 F 6=0(g)>0//

// (0 unabhdngig von z€M) mit: V z,eM, V z€MNUs(z,) gilt//

// f(z)€Ue(z0) .//

Ad.4.23 Es seil s(x):=|x—[x]—l/2|, x€R, und f(x)={ /

1
L _ gl 1 1 [n+ ]
n+l/2)—8(1r1) s(n+l/2)=|n = 2| |n+2 2 5

n

1/2-0=1/2 ?34 f nicht gleichmaRig stetig auf (0,1], denn sonst wiirde

16s:V neN:f(1l/n)-f(

zu €=1/2 ein >0 existieren mit:
(*) |£(x)-f(y)|<e=1/2 V1!l x,ye(0,1] mit |x-y|<d.

1
Da 1/n- =1/n- 2 - e Z 0 = 3 neEeN: 1/ny-——m
n+l/2 2n+1 n@en + 1) o n,+1/2
= —_ _—— = —_ * = i [
1/2=f(1/ny)-£ 172 | £(1/ny) - mr1/2 | ~e=1/2 Widerspruch!!

1

# V 8>0, (auch beliebig klein) 3 z,=1/n, und 2= o)

S \
| £(z:1) -£(2z,) |=1/2, also nicht <1/2 =><_ \
VY e>0 3 850 V z,,2,EM: |21-2,1<8 = | f(2%—f (%) |=1/2<4

$ =
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b)Ist f auf (0,1] stetig?

//S4.3.2(2403) Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f=D— K stetig in x,ED, wenn fiir jede Folge//

// (x,) in D mit Xn—»\xo auch f(x,) = f(x,) gilt.//

n—r oo

//S4.3.3 (2403)Rechemre§@ln fiir Stetigkeit//

//Vor:f,g: M= R Stetlg 1m\£unkt X0EM. //

//Beh:3.)Sind f: D—i% stetlg\ln x9€D und g:D,— K stetig in f(x,)€ D;, so

// ist dle/Hlnterelnamderausfuhrung go f:D—» K stetig in x,.//
//S4.4.3 (2530)Umkéhrfunktlon/A

//Ist f:I-R streng monoton und stetlg, so besitzt f auf dem

Intervall// //J=f, QI) eine UmkehrfUNﬁtlon f?, welche dort stetig ist und im
selben// //Slﬁne/Wle f streng monoton ist.//

Los:s (x) :=|x-[x]-1/2], ist stetig auf ( Wwie man z.B. mit dem
Folgenkrite#ium nachpriift. N
1/ 1 1 1 = x-x, [x1-Ix] 1 1
# Xo—|Xo|= = 1 = | %= [Xpn|= — | | £ Ro=|Xo|= — =XpH[Xo ]+ — | = 0 Tn4t -—+—
||o[o]2,'1| []2|| |o[0]2 [\&\]\2“”%'\‘0:,‘?5?;0_/2 S
| N
AN
# 2 0V %€ER = s(x,) == s(x0) 5{2 s (x) stetig auf R

f (x)=x stetig auf R =2

5443

1/x ist stetig auf (0,1] (sogar auf R\{0}) _ 2 f(x)=s(l/x) ist

S4.3.3 3.)

stetig auf (0,1]

c)Ist £ in x,=0 stetig?

Los:f ist in x,=0 unstetig, denn sonst ware f mit b) stetig auf
kompakter Menge [0,1] = f glm stetig auf [0,1], insbesondere glm
stetig auf (O,l] = Widerspruch zu (a)

Bem:Mit dem Folgenkriterium sieht man, dass llmf( ) nicht existiert.

x— 0,
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