5(2700) Differentialrechnung,,

5.1(2700)Der Begriff der Ableitung und Differentiationsregeln

D5.1.1 (2700)
//D4.1.17 (2002) McC, M#©, z,EC, 6>0, Us(z,) :=[z€ C[| z-z,| <6/,

/7 U s(zg) := Us(zo) \[zo}={z€ C[0<| z-20|<b].//
//1.)z,EM heiBt innerer Punkt von M:e 3 6>0 mit Us(z,) cM.//

//l\o4 sel die Menge aller inneren Punkte von M//

//3.)z,EK heiBt Haufungspunkt (HP)von M:< V >0 ist Mﬂfjg(zo) #0.

//4.)M" sei die Menge aller HP von M
//D4.2.1(2300) Sei McR, x,eM’, d.h. x, ist HP, und f:M— R gegeben//
//1.)f(x) konvergiert gegen a€R fir x—-x,:e //

// V e>0 3 0>0 mit £(x)€EU(a) V xEMN Us; (x0).//

// (V e>0 3 6>0: |f(x)-al<e V x€EM mit 0<|x-xq|<0) .//
// Schreibweise: lim f (x)=a oder f (x) > a.//
x-)xo X-)XO
(o]
1.). Vor: McC, z,e M, f: M-C gegeben.
Aussage: (.) Die Funktion f heilt differenzierbar in z,:e
3 lim M::f'(zo) (s.D4.2.1)

z= Z, 7 - ZO
und dann heiBt der Grenzwert f’ (zy) €M die Ableitung von

f(z) in z=z, (oder an der Stelle z).

# ZOED()_[: d z€Us(zy) M aber ZOGM/];_—L :3d z€Us(z0), Us(zo) €M =
f(z) - f(z,) . o . .
# 3 z€Us(zy) : z€M > —— nicht definiert fir diese z =
z - z

0

# Daher Vor: ZOED(;_'L 227

(..) Die Funktion f heilt differenzierbar auf DClQ[ e

3 £’ (z) V z€D und dann heiBt
£ :D-C, z £’ (z) die Ableitung von f auf D.

# DClQ[? Damit z.B. geschlossenes Intervall D:=[1,2]<(0,3), in

# dem f definiert ist, moéglich wird??2?2?

Schreibweise: f’ (z,)=: 8 (zo)=i f(z) .o =:£" (2) |Z=Z .
dz dz ° 0
Skizze/Bsp in McRcC
/f/(xL
. flx) - f(x,)
A f(x) A X=x-%,, 11N =220 _fr ()
X— X X - X,
£4x0) A £=1f (x) £ (%0)

Xo A X X
(&) O

® Vor: DCMCR, XOEM, f: M—>R gegeben.

Aussage: Ist [xo,x0+8) €D oder (x,-9,%,]cD, so heiblt
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f rechtsseitig (linksseitig) differenzierbar in xq,:<

i f(x) - f(x,) . o ,
3 ]H{ ———————JL=:11,bq)=rechtsseltlge Ableitung
X-)XO X = X()
. f(x) - f£(x,) .
(3 llm — =0, f_ (x¢)=linkssseitige Ableitung)
X7 % X - X,

Bem: (.)Eine Funktion f:I—R ist differenzierbar genau dann,
falls £ (x0) und f ' (x¢) existieren und gleich sind.
(..)Eine Funktion f:Us(z¢)— C, mit z.€C, >0 heiBt komplex

differenzierbar in z*€Us(z,), falls lim LQQ:iéil existiert.
z-)z* Z—Z
f/ (z*)=1im....Falls z*€RNUs(z,) und £’ (z*) existiert, so existiert
auch die reelle Ableitung der Funktion bei z* und die
Ableitungen stimmen iberein.
f(x>_f<xo) a(x—xo)

Bsp: (.) f (x)=ax+b, a,b,x,x.ER. = =a V x#x,.
X=X, X=X,

Lim £69 - £
1M ——— existiert wund f’ (x)=a, f’:R—DR, x—a
X7 % X - X,

(..)f(x)=x*, D=R, n€eN, x,ER.

//S81.7.2 (903)a,beC, n€N,: 2.) an*l—bn”:(a—b)z akp"*//
k=0
x-)x0

no_ n n-1 n-1

X X, _Zv v., n—1—v N Z \% n-1-v _ n-1
- = XX X X =nx, .
X XU v =0 v =0

f(x) ist auf R differenzierbar und f’ (x)=nx""'.

(...)f(x)=|x%x], D=R. f ist differenzierbar fiir x,#0 und
1,x,>0 , . . . .
£’ (x0)= . £ ist nicht differenzierbar bei x,=0
-1, x,<0

weil limlx1-0_ 1im [xI=0 o
x— 0, % x— 0. X
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2.)Die hoheren Ableitungen von f sind induktiv folgendermaBen induktiv
definiert: Sei McC, f: M—C gegeben.
Flir z.€M sei £©@ (zy) :=f(zy) .
Sei Us(zo)={z€C:|z-2¢|<8}cM (in R: Us(x,)=(x,-0, x,+8) CM) .
Ist n€EN und I £@-Db (z) V z€Us(zy),dann heiBt

f n-mal differenzierbar in zg:e f£°-D (z) ist in z, differenzierbar, d.h.
) f(n- 1§} A f(n- 1) >
3 l}m ) ( 0)=: £@ (z,)€Cbzw.
zZ Z[) = - ZO
ad .
3 £® (zy) i=— gD (z) ‘rz“ =(fFeD(z)) _, .
dz

//D4.1.1(2200) Fiir x€R und 06>0 sei //

// Us (%0) :={xER| | x-x,| <8}=(%0-0, %,+8) =8-Umgebung von x, in R.//
//Sei McR, M#o.//

//1.)x,EM heiBt innerer Punkt von M:e I 0>0 mit Us(x,) <M.//
// Doq sei die Menge aller inneren Punkte von M //

o

// M=offener Kern von M. //
// M heiBt offen: & M=D04 .//

Die Funktion f heiBt n-mal differenzierbar auf der offenen Menge

(e]

D

()

CM:e I £® (z) V ze]g und dann heiBt f®@ : D—>C die n-te Ableitung

(e]

von f auf D -

n dn
- f(Zo):: -
dz dz

Sei McR, ZOEDO4 und f:MoM, [xq,%,+0)CM oder (x,-0,x,/CM. gegeben

Schreibweise: £® (z4)=: f(z)

z=zq °

Ist nEN und I £® D (x) auf [xq, x+0) bzw. (x.-9,%], wobei in x,

die rechtsseitige (n-1)-te Ableitung f!"" (x0) bzw.

die linkseitige (n-1)-te Ableitung f_(”'” (x9) existiere,

so heilt f in x, n—-mal rechtsseitig (linksseitig) differenzierbar: <
£ ) - £ V(%)

3 lin} aa =: £ (x0)=n-te rechtseitige Ableitung von
X X X - %,
f in %o mit £™ (x0)=: £ (x0)
, f(n—l) %) - f(n—l) <
3 lim ) - O)=:f_‘n’ (x0)=n-te linksseitige Ableitung von

f in x, mit £ (x0)=: £ (x0)) .

3.)McC, £:M>C heiBt auf offenem DcMcC n-mal stetig differenzierbar:e
3 f(") (z) V z€D und £“ (z) ist stetig auf D (wobei in R in
Intervallendpunkten % (x):= f(+n) (x) bzw. £ (x):= £ (x) sei)
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Andere Formulierungen (in R):

Es seien eine Funktion f:I—R, ein Punkt x¢€I und ein n€N gegeben.
sagen:
(.) £ ist 2 mal diffb in x,€I, falls fir ein >0, f’ (x) auf Us(x,)
existiert und ferner die Ableitung von f’ (x) bei x, existiert.
2
Wir schreiben fir dies f’’ (x¢)= d f(x)|ﬁm
dx 0
(..) (induktiv) £ ist n mal diffb in x,, falls fir ein 0>0, £V (x)
n (nfl)
existiert. Wir schreiben £™ (x)= d] f(X)|.cn, = d f’(x)|ﬁu
dx ) dx
(..)f ist n mal stetig diffb auf I (kurz:feC"(I)), falls f
n mal diffb ist V x€I und £®:I-> R stetig auf I ist.

(....)f ist beliebig oft diffb auf I (kurz feC”(I)), falls

feC" (1)) V neN.
Bem: Wir schreiben feC(I), falls f:I—- R stetig ist.
Bem:1.) Fiir xﬁEﬁ&(:C und £:M> C gilt 3 £’ (z,) &

3 £, (zo) und 3 £ (zo) und es gilt £ (z,)=£f (z¢)=£’ (2)

z)—flz z)—flz z)—flz
om0 (DM 1)
297, 272 257 272 2577 272

2.)Fur xoeb‘}I cC, £:M-C gilt 3 £’ (z,) &

d (Re f)’ (zy) und I (Im £f)’ (zy) und es gilt
fr (zg)=(Re £)' (zo)+1(Im £)' (zo) .

flz)=f(z)) _Ref(z)-Ref(zy) Imf(z)-Imf(z)

’
Z—Z0 Z—Z0 V A/

0
z=x+iy, |x|,lyl=lz|=<I|x|+|yl,

z—Co: £ (zo)=(Re f(z0)) ,_, +i(Im f(z,)),

Z:Z0 Z:Z0

2703

Wir



Andere Formulierungen:
Hier wird K fiir Kérper (C ist Kdrper) verwendet.
Sei z,€K, reR,, U,(z))={z€K:|z-z,|<r}, f: U.(z,) —K.
f(z) - f(zy) f(z, + h) - f(z,)

Fur z€U.(zy) \{zo}, h=z-z,#0 heilt — ,
z - z, h

der Differenzenquotient von f im Punkt z,. Im Fall K=R ist der
Differenzenquotient gleich der Steigung der Sekante durch die Punkte
z,f(z)) und (z¢,f(zy) des Graphen von f.

Falls der Grenzwert des Differenzenquotienten fir z—z, existiert,
heiBt er auch die (erste) Ableitung von f im Punkt z,, und wir nennen
f auch differenzierbar im Punkt z, und schreiben

£ (20) = 3L (2,)=1lim flz) - £(z9) 14, flz, + 1) - f(z)

dz 27272 z -z, h=0 h

Fiur K=R interpretieren wir die Ableitung als die Steigung der
Tangente an den Graphen von f im Punkt xg.
Sei DcK gegeben. Wir nennen ein f:D—K auf D differenzierbar, wenn es
zu Jjedem z,€D ein r>0 gibt, flr welches U,(zy)<cD ist und falls weiter
f in jedem Punkt von D differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so ist
die Ableitung f’ wieder eine auf D definierte Funktion. Diese
Funktion kann selbst wieder in einem Punkt (oder allen Punkten) wvon D
differenzierbar sein . Der Wert der Ableitung von f’ in einem Punkt
zo€D heilt dann auch die 2. Ableitung oder die Ableitung 2. Ordnung
von f an dieser Stelle. Entsprechend werden hohere als 2. Ableitungen
von f definiert. Wir schreiben dann auch
2 3 n

S rm), Tf), =

dz dz dz
der 2., 3. ,nten Ableitung von f im Punkte z.

£frr(z), £'''(z), £ (z) oder f(z) fur den Wert

Wenn eine Funktion f auf D n mal differenzierbar und die nte
Ableitung noch stetig ist, sagen wir auch: f ist mindestens n mal
stetig differenzierbar auf D. Beachte, dass die Stetigkeit der
Ableitungen der Ordnungen =<n-1 aus S5.1.1 (siehe unten) folgt, nicht
aber die der nten Ableitung.

Wenn eine Funktion auf D Ableitungen von jeder Ordnung besitzt,
nennen wir sie auch beliebig oft differenzierbar.

Seien a<b und f:[a,b]—R gegeben. Wir sagen:
lim,ﬂa'*h)' f(a)
1’1‘>O+ h

f ist im Punkt a rechtseitig differenzierbar, wenn

existiert und wir nennen seinen Wert die rechtsseitige Ableitung von
f im Punkt a.

Analog definieren wir die linksseitige Ableitung/Differenzierbarkeit
im Punkt Db.

Sei IcR ein beliebiges Intervall. Falls f:I-R in jedem Punkt von I
differenzierbar ist, wobei wir in evt Randpunkten die entsprechende
einseitige Differenzierbarkeit meinen, dann sagen wir auch: f ist auf
I differenzierbar.

S5.1.1(2704)
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Eine Funktion f:I-R ist genau dann differenzierbar in x,€I, wenn ein c€R

lim

x->x0

* f(x)%f‘(}ggyrc(x—xo)+8(x) (x—%Xp) . Dann ist c=f’ (%)
1 SC= fleg)--——

-0, X EXy T ER) - f(x,)
Bew:Setze € (x)= X- X, & ———————————=c+¢ (xX)
I :

und eine Funktion £(x):I—2 R mit €(x)=0 existiert, sodass gilt:

0, x=x, -

Gilt e(x) =~ 0 in *, so hat rechte Seite hat Limes c,

X— X

f(x) - £(x,)
———— =f' (x)=c.

Ist f differenzierbar in x, so gilt * mit c=f' (x,) und € (x) = 0.

X— X

Andere Formulierung (auch fur C):
f:M>C ist in ZOEJ;;_[ differenzierbar &

3 ceC und €(z) :M>C mi/t/’s/(z): 0, € stetig in z, und

f(z)=£f(z¢)+tc(z-2¢) +e(2Z) (z-29) V zEM, wobei c=f’ (z,) .
. f(z) - f 0 fz) - £
Bew:llmu=:f’ (z), zZo€EM < u—f’ (zo)=:e(z), YV z€M\{z.
2720 zZ = Z zZ = Z,

Sei €(z,) :=0, & stetig in z,, d.h. €(z) = 0 &

Z— Zg

£(z)=f(zo)+f'(20)(z—2)) + €z) @ - z,) » €(20)=0, €(z) _, O
f(z)=f(z,) =f(z)- f(zo)- £(2)+f(zq) B
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//85.1.1(2703)
//Eine Funktion f:I—-R ist genau dann differenzierbar in x,€I, wenn ein c€R

//und eine Funktion &(x):I- R mit 1lim €(x)=0 existiert, sodass gilt:

//* £(x)=f(xy)+c(x-%Xq)+€(x) (x—-X%Xo) . Dann ist c=f’ (x,)
//oder

//# £:I5R differenzierbar in x, €I <

//# 3 c=f’ (x0) €ER & Funktion e&(x):I—- R mit lim €(x)=0:

//# £ (x)=f (%0) ¢ (x=x%¢) +& (%) (X=X)

#Eigener Véi8gch:
. f(z) - f(z,)

#9=N £:MoC ist in.z,€ .y differenzierbar :e 3J 11M = 0 .6/ (5 ) =c =
Y S, —
f(z) - £(z,) el  dliffb, D511
f —, T, T (z=ie() — 0 V zeM\[z,] =
z -z, U 2

#  £(z)=f(z¢) +£' (2o) (z=2¢) + & (Z\)\\(\Z\_Zo) = f£(z)=£f(z¢)+c(z-20) + € (2) (z-2,) V zEM

#he" £ (z)=£f(zo9)+tc(z-20)+ & (2) (z—zo;\,\c=f’ (zo), € (z) = 0

Z— Zg

# = f£(z)-f(zog)=c(z-2z0)+ & (2) (2-20) =
# £’ (zp) = (llm M llm E(Z) = = lim szr (zo) , V zEM.
Z*?Z A 7z Z“Z ———=0 Z“Z A Z

0 o 0
S5.1.2(2705) Ist eine Funktion f:I— R in einem Punkt x, differenzierbar, so
ist sie dort auch stetig. .-
Bem:Stetigkeit # Differenzierbarkeit! -

(Bsp f(x)=|x| bei x,=0, £, (0)=+1 f (x0)=-1) -~
//85.1.1 * f(x)=f(x,)+cC (x-x%,) +€(x) (X—X,) . /c:f7/(xo), lim € (x)=0

PP X7 X
//81.2.1 (406) Vor: K angeordne@L,afﬁéK//
//® Beh: 3.)l|abl=lallbl//--
//® 6.) latb|<|al+[b| (Dreiecksungleichung) //
Bew:Es gilt * mit e(x) - 0, d.h. zu e=1 3 8:|e(x)-0|<1 VY x€Us(x,) NT.

X— X

ool E(R) £ (%) =117 (X)) (X=%0) € (X) (X-X0) [=
| (x=%0) (£ (Ro)+e(x)) [ = [x=%[ [£7 (o) +e(x) | =

—

1.213)
| x=x0| (£ (x0) [+]e(x) ])= (If’( o) [+1) Ix=%o| 1n Us(xo) NI.

# Bew:Es gilt * mit e(x) _, 0, d.h. zu e=1 3 A:IS(X)—(%XOLLgl V XEUx(x,)NI.

rj\’ ,—”)_?07—
# *r | £(x)-£ (%) |=1£" (%) (x—%0) + 5(§)’(;:X0) =
# | (x=%0) (£ (x0)+ €(x)) | T Ix-%o| | (£ (x0) +& () | =
S$1.2.13) 51.2.16.)
# |x=%o| (£ (xo) [+1e(x) ) =(1L£" (%0) |+1) I X—Xo| =[|L£’ (Xo) | | x—%X0| =
# 1£(x)-f (%) [=Sclx-x%¢| in Us (%0) NI= [x-Xc|<min{A, % 1=8: | f(x)-f (x,) | <c* % —¢
# = V¥ e>0 3 d0=min{A, §}=6>O: | £(x)—f(x,) |<¢ V x€D mit |x-x,|<d
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Andere Formulierung

f:M> R((C) ist in ZOEIQ: differenzierbar = f stetig in zg

//D4.3.1"(2401)//

//Sei DcR. Dann heiBt f: D—R, stetig im Punkt z,ED:< //

//V E>0 F 6>0:f(z)€U€ (f(z,)) V z€DNUs(z0) //

J/x*x*(Ve>0 F 0>0 mit |f(z)-f(zy)|<e€ V z€D mit |z-z,|<06).//
//f heliBt stetig auf ACD:< f ist in jedem z,EA stetig.//
//Bem:Ist z,EDND’, so ist f stetig in z, < 3 lim f(z)=f(zy).//

z-)z0
Bew: | f(z)-£f (z) |=|c+(£,£Z) | |z—zol=é |z=zo] = V >0 3 0>0 mit 6<%:
— 0 < oo
e>|f(z)-f(zo) | flir |z-z,|1<d = = f stetig in =z,
D431

S5.1.3(2706)

1.)Ist ceK und ist f(z)=c V z€K, so ist f in jedem Punkt zeK
differenzierbar und f’ (z)=0 fir alle diese z.

Bew:Der Differentialquotient hat immer denselben Wert 0, also folgt die
Beh.

2.)Ist f(z)=z V ze€K, so ist f in jedem Punkt z€K differenzierbar und
f’ (z)=1 flir alle diese z.

Bew:Der Differentialquotient hat immer denselben Wert 1, also folgt die
Beh.

3.)Die Funktion xb |x| ist im Nullpunkt nicht differenzierbar

Bew:Der Wert des Diffenzenquotienten fir h>0(h<0) ist gleich 1 bzw -1
und daraus folgt die Beh.
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//83.5.2(2001)Zu jeder Potenzreihezi ax(z-zy)* 4 genau eine Zahl R mit

k=0

// 0<R<ow, der Konvergenzradius (KR) der PR, mit der Eigenschaft:

© konvergiert absolut ¥ z€C mit |z—z,| <R
// N ar(z-zp)* - 9 _ ' | ol
= divergiert YV z€ C mit |z—zy| >R
// Ferner gilt R=1/lim ma—n| p % 1=, % :=0
n->o

ay(z-z9)* mit z,z,€C und KR R>0.

D

S5.1.4(2707) Vor:PR

k=0

Beh:f(z):=2§ ay(z—-2z0)%, z€Up(z,) dort differenzierbar mit Ableitung

k=0

il (z)=ZEv kay (z-zo) ¥ 1.

Bem: (.)Die abgeleitete Funktion hat denselben KR R.

(..)Eine reelle PR ist reell differenzierbar in ihrem
Konvergenzintervall
Bspskizze

S
\Z

Empfehlung: Skizze ausdrucken, dann Beweis lesen (Z. in Z, andern)
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Teils eigene Betrachtungen mit Hilfe von Vorlesungsaufzeichnungen:

//83.5.6(2050) Vor:Die PR Y a,(z-z,)" hat KR R//
n=0

1.) Y na,(z-z,)""' hat auch R//

//
n=l
Bew:# nach 3.5.6 haben
# Z ax (z—2z9) %, Z ark (z—z,) X1, Z ayk?(z-z,)*? gleiche R
k =1 k =1 "
|z*-z,|=R-p mit pe(0,R). Fir |z-z*[<p/2 gilt

k=1
Sei z*€Ux(zy),
|z=2zo|# =|z-2z*+z2*-20| < |z-z2*|+|z2*-2,|<R-p+p/2 #<R-p/2<R und

1S ek (z-z0) 1= Y lad®lzoz < 3 Jad kI B2 descn Y zeU,, (2%)
k=1 k=1 k=1 <R
Mit D5.1.1 1.).... y
Die Funktion f heiBlt differenzierbar in /z,:e

lig £ - £&) /
q i1 ————=:f’ (z,) und z, habe dig Bezeichnung z*

7h z - zZ,
/

0
/

f(z) - f(z*)_z ak (z*-z,) 1| =

|
zZ - z * k=1
Ofark=0 /
/
/ /
2 (2=4)' (2 ~2) & ’
A0 0 * k-1 p—
| ax — . - axk (z*=29) | =
k=0 / z—1z k=1 , .
/// /// (a*b)zakbn7k20n+1*bn+l
// 1 K k=0
’ - ’
J/ * V(. k—1-v
w ) ((Z_Zo)_<z Zo)) (Z_Zo) (/Z _Zo) ©
’ N =0 k—1
| D» al — . - k(z*%—z 1=
N / 0
k=1 ~ z—1Z Y o1 — A
. ! - L
(Z_Zo)_(z_zo) I (Z* Z )k !
, /////////"//i -7 v=0
A P
o k-1 “- / 4" (z-2")
D Ay, ((z%=20) 7 ((z£20) "= (2%-20)") rst | =
k=1 v=0 /! (%r-z ) -
-7/ k 3,n—k 1 1
// /// ’, (a_b)kzoa bn :an+ _bn+
/ - f =
/// 0 fiir v=0 /// !
/ - e I
© k-1 ///7//<Z_Z0)v_(/z*/_zo)v /
| D an X, (zE=zg) Y — (z-z*) | <
k=1 vl NS z—z ,
- \ / — /,
/\/\ Zfzof(z*fzo) 7 /l
R —— s /
// \\ v=1 P ’ //
// \ z(zfzg)p(z//lz/o)v_ _/H //
/ §=0 e ,
o k-1 v—1 / C . .
/
DAY, X (2mzo)M(z¥-z0) | [ zmz¥ | <
k=1 v=l p=0 -
o k=1 v—1
* k_2_
E: | ax | Y, z—zy|" |z —z, Yy lz-zx | <
k=1 v=1 =0 — [ —
/) <=(R—p/2)" <(R—pp2)27H
/
Z k_ly/ k—2 7237
S tad 2v [R=pl2) T lz-z* |=x|z-z*| > 0
k=1 v=1 ‘jR‘
——
<=k
* o)
. Z|— Z
lim 7f( ) f,f )=Z kay (z*=zq) **
7297 Z—Z k=1

2709



Andere Formulierungen:
Gliedweises differenzieren von Potenzreihen

Sei z,z,€C und eine Potenzreihe 2: ay(z-z¢) " mit einem Konvergenzradius R>0
k=0
gegeben und sei f ihre Grenzfunktion. Dann ist f auf Ux(z)
differenzierbar und es gilt £’ ( 2: (k+1)awm (z=2z0) % V z€Ux(z,) .
k=0

A

//D1.7.1 (905)n€N,, 6.)V a,b,ze C- neN,:
kbn—k:Z ( E) bn—kak//

| ={]a,] und dass der Konvergenzradius

a+b é

n
Bew:Aus Yk 2 1 folgt, @k|ak =ﬁb‘

k=00 P

-

-
-
el

der Potenzreihe//zf (k+1)awn (z—z0)* ebenfalls gleich R ist (siehe auch
pad k=0

S3.5.6) . Deshalb definiert diese Reihe auf U:(z,) eine Funktion g,

von der wir beweisen wollen, dass sie die Ableitung von f ist.

Durch eine Indexverschiebung folgt:

=Y kay(z-20) "' V 2z€Ux(z,) .
Sei z€Ux(z,) festgehalten, r=R-|z|<R und h€C so, dass |h|<r ist.

k
Wegen (z+h-zg)* = (z-2z,)*= (k (z=20) ¥Ihi- (z2—2,) %=

~ j Y j=1 J
J | =1 fir j=0
k K | k k
2: ') (Z—zwﬁﬁh?=kh(z—zo)bLC§j(') (z-2z0) ““h’ folgt, dass £’ (z)=g(x),
=1 j ‘ =2\
weill | /.
fiiiﬁl_ﬂ&g-lﬁ(2)=l/h(/ ak(z+h—x0)“-§: ax (z—2o) E: (k+1) @ (z-20) *=
h // k=0 k=0 k=0
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+
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N
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=

N
N

N

N

o
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M8

Ms
Q
A
Pq»
Z =
N
|
N
2
g
5/
C
M
=
+
o
Q
~
&
N
N
2
|

=~
1l

_
~.
I

[N

k=0

© k+1 ©
S g DU (zmz) e Y (k1) e (z-20) =
k=0 j=1\ J k=0
0 k+1 k+1 o ©
D a2 ] (2=20) = Y (k1) age (2-20) K=
k=0 j=o\ Jj+1 k=0
0 k+1 o
k+1 k=917 (k+1 k
+ ) - hi- ; - =
kgo ay 1}22%) 41 (z-2o) é; Akl /\3 (z=2)
\ S k1 ﬁi ﬁ; k+1
22 akﬂ,§: . (z=2o) *hi- Akl . (z=2o) "=
k=0 j=o\ J+1 k=0 izo\ J+1
0 k+1 o k
Z Ax+1 k.+1 (Z_Zo)k_jhj_lzz akZ(k.) (z=20) 170 Phil=
k=1 I=AWAS! k=2 j=2\J




k=2 j=2
z+h)—f(z -
 flzxh) =/ >—g<z>|=| > akZ( ) (z-20) W3] <
h k=2 j=2\J
© k
DIEN Z( ) |z-2o|*7|h|?" <|h|*M (|h|<r<R siehe oben)
k=2 Jj=2
0 k k 0 k k
mit M=) |ayl Z( ) | 2—20 | <2< # Z lay | Z( | REIpi2
k=2 j= k=2 j=2\J
0 k k 0 k k
< E: E:( | Jax| r¥irrivic 2: E: |ax| ri?<o0 = Beh
k=2 j=2\J k=2 j=2\J
e k+1 0 k
#222 D, awn ), k.+1 (z=20 k3h=z Z( o) KO hiT=
k=1 sl J+l k=2 =

//83.2.7 (1756)GroBer Umordnungssatz//

//
/7

//
//

//

Sei J eine abzdhlbar unendliche Menge und seien J,, k€N, //
eine Zerlegung von J. Sei ferner jsz a; eine Abb von J in//
ildung
K, so, daB Z a; absolut konvergent (z la;| <) .//
jes jes
Dann konvergieren auch alle 2: a;, j€J, absolut und es gilt//
jeJ,
(%%) D a=p, (2, a)//
jes k=1 jeJ,
stetige Funktion von h...0 fiir h—0... lim -0 )

h-0

Daraus folgt die Beh.
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(2710)Korollar (gilt auch im Komplexen)
(.)Vor: Konvergenzradius ist oc )

Jedes Polynom P (z) 2: (z=20)V:R>R ist auf R differenzierbar mit
=0
n ! -
2: (z—2zo)¥V*t = 2: ausr (WH1) (z=2zo)" ein neues Polynom vom
v=l va“O
grad(P)-1. Insbesondere gilt P(z)=ac:P’ (z)=0

(..)siehe auch S5.1.5.
(Konvergenzradien o )

Die Funktion e*:R—(0,©) ist differenzierbar auf R und (e*)’=e* nach

Differenzierbarkeit der Potenzreihe

sin x: R—»[-1,1]... (sin x)’=cos x

cos x: R—»[-1,1]...(cos x)’'=-sin x

sinh x: RoR diffb auf R mit (sinh x)’=cosh x

cosh x: R—>[1, ®] diffb auf R mit (cosh x)’=sinh x
Bew:Differenzierbarkeit von PR
Durch gliedweises Ableiten der entsprechenden Potenzreihen zeigt man:

S5.1.5(2711) Die Expotentialfunktion, die trigonometrischen und die
hyperbolischen Funktionen sind auf C differenzierbar und es
gilt (e?)’'=e*, (sinz)’=cos z, (cos z)’'=-sinz,
(sinh z)’=cosh z, (cosh z)’=sinh z Jjeweils V zeC.

//83.2.8 (1758)Expotentialreihe//

// Die Reihe 2: z¥/k! ist fiur alle zeC absolut konvergent.//
k=0

// V zeR gilt weiter 3 z*/k’—exp(z)—hﬁl(l+z/n)“ //
kcx? Z2v+1 2v
//83.6.3(2104) 2.)sin z=v§ (-1)" 2yel)l © ©°° z—vz;) (-1)" ¢ v>! , KR=00.//
//D1.7.1 (905)n€EN,, a€eC l.)n!:=Iij(= l*iij?;;i:SEAf 0l'=1//
=k EX S s
Bew:ezzkzz;J k_ )’=kZ::1 il :1<Z::1 —(k—l)! =e”,.

(sin x)’=cos x siehe P51 1
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