S5.1.6 (2750)Differentiationsregeln
//D4.1.17 (2002) McC, M#©, z,EC, 6>0, Us(z,) :=[z€ C[| z-z,| <6/,

// 65(20):: Us (20) \[2o)=[z€ C|0<| z-24|<5].//
//1.)z,EM heiBt innerer Punkt von M:e 3 6>0 mit Us(z,) cM.//

//ﬁ& sei die Menge aller inneren Punkte von M//
o
1.)Vor:Seien f,g:M—>C differenzierbar in z,€M .
Beh:a)f+g sind differenzierbar in z, und (f=xqg)’ (zo)=f’ (zq) g’ (zo) .
Bew aus Def.
b)V 0eC ist af differenzierbar in z, und
(af)’ (zo)= af’ (z0) .
c)frg ist differenzierbar in z, und
(f-9) " (zo)=f" (z0)g(z0) +f(2z0) g’ (zy) (Produktregel).

E@9@) - £2)9E) _(f()- f(2)e()- £z, - g(z)

ew

z - Z zZ-z
f(z) - £(z,) (z) - 9(z,)
g(z) 0 +E (2, g glz, =
diffbstetig—g(z,) zZ = ZO zZ = ZO z7 Zg

g (zo) £" (zo) +£(z0) g’ (20)

//85.1.2(2705) Ist eine Funktion f:I—> R in einem Punkt x, //
//differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.//
d)Ist g(zg) #0

(und damit #0 in Us(zo) M = 3 g(z)#0 auf Us(z,) NI),

S4.2.32)
g differenzierbar, d.h. nach 85.1.2 stetig, so ist f/g
differenzierbar in z, und

£ (z)9(zy) - £(z,)d" (z)
(g(z,) )

(£/9) " (zo) (Quotientenregel)

//84.2.3(2307) Grenzwertregeln
//2.)%}§1f(x)=a und a<a(>o bzw #Za) = F 6>0 mit //
//  f(x)<a(>a,#Za) V x€MN 55(x0).//
Bew:g (zo) #0 = 3 Us(zo) €M mit g(z)#0 V z€Us(z,) =

$4.2.32.)
> L (2) (z) 1 g'(z,)

_ D) - afs ~
glz) glz) ° s o L% o
- _, Z = Zy g(z)g(z,) ZHZU_(g(ZO)) )

-2,
i 7z 7. )— z ' 7
I LAY AR IPAPLES

(9(zy))
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Andere Formulierung:
f(z)  fz))  f(2)g(zy)- f(z,)g(2)
g(z) gz, = g(2)g(z,)
f(2)g(zy)- f(z0)g(z)+ f(24)g(z0)- f(24)g(2) _
g(2)g(zy )z - zy)

gz)(f(2)- f(ze) + f(z)(g(z,) - g(2)
g(2)g(zy)z- z,)

8(z)/'(2) - f(2,)8'(2y)

g(zo)z
2.)Kettenregel

_S(Dgz)- f(z)8(2) _
g(2)g(zy)(z - z,)

gz)(f(2)- f(z)- f(zo)g(2)- g(z)))
- g(x)  glz))z- z) =

Z— Zg

- - ——g(z)
Bl

Vor:Sei f:A—-B differenzierbar in ZOEEQ, f(zo)€£é, und sei

g:B—-C differenzierbar in f(z).
Beh: gO f:A—> C ist differenzierbar in z, und (gO f)’ (z,)=g’ (£ (z,)) £’ (zo)
(Kettenregel) (gof)’'=(g’"of)f’.

//85.1.1(2703) £:M—>C ist in zoe];[ differenzierbar © //

// d ceC und € (z) :M->C mit €& (z,):=0, & stetig in z, und //
// f(z)=f(zo)+c(z—2y)+ & (2) (z-2zy) V zEM, wobei c=f' (z,).//
# f(z)-£(zo)=f" (zg9) (z-20)+ & (2) (z-2o) V zEM, wobei c=f' (z,) .#

Bew:f(z)Zf(zw—Hf‘ZO)(Z—ZO)+6‘(Z)(z—zw, £ (z) = 0: € (zo)=0

Z— Zg

g (w) =g (wg) +g’ (wo) (w—wp) + M (w) (Ww=—wo), M (w)

g (W) =g (W) +g" (wo) (£(z)—=f(2zo))+M (w) (f(2)-f(20)) =
g(f(z))=g(wo) +g’ (wo) (£7 (20) (z=20) + & (2) (2-20))

+M (£(2)) (£ (20) (2=20)+ &€ (2) (2-20)) =
g(f(z))=g(£(z¢))+g’ (£(zo)) £’ (2o) (z2—2¢) +

[g” (wo) ELZO) +“£,Lf” £/ (20) + EL? <”ﬁ~(f”]<z—zo) =

(gof) (z)=(g0f) (zg) +(g" O L) (20) £’ (20) (2-20) t®(2) (2-20), ®(2) :?F0=w(zo)

(9o f)(z)-(g°1L)(z) ;. (G°f) @JIE () 2 - 2)

(O £) " (z5)= 1M —= =
g
e ZsZ S 27 Zy
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Andere Formulierung:
Sind £ in x, und g in y=f(x,) differenzierbar, so ist (go f)
in xo differenzierbar und es gilt (goO f)’ (x0)=9’ (£ (x¢)) £’ (xo) .
//85.1.2(2705) Ist eine Funktion f:I—» R in einem Punkt x, //
//differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.//

Bew:Aus der Differenzierbarkeits§i2Stetigkeit von f folgt, dass go f auf

U, (xy) definiert ist, flir ein geniigend kleines r>0. Aus der
Differenzierbarkeit folgt

£(x)=1f (%) +(x=%x0) [£" (X0) +r:(X) ], g(y)=g(yoe)+(y-vo) [g" (o) +rg(y)] mit
stetigen Funktionen r¢, r,, welche gegen 0 gehen fir x—x, bzw y—y,.
Daraus folgt

g(f(x))=g(f(xe))+[f(x)-T(x0)] (g’ (£(x0))+r,(f(x)))
=g (f (x0) )+ (x=x¢) (£" (x0) +r:(x)) (g" (£ (x0) ) +ry(f(x)))
=g (£ (x0) ) + (x=%0) (9" (£ (x0)) £’ (Ro) +Teg (X))

Teg (X) =2 (X) (g7 (£(%0) ) +rg(£(x)))+E" (%0) x4 (£ (%)) .

Weil r:(x) =~ 0 und ry(f£(x)) = 0, folgt re(x) = 0

Daraus folgt die Beh.

Andere Formulierung:
Vor: Gegeben f:I—J und g:J—R. f differenzierbar in x, und g in f (x¢)€J
Beh: gof: I—-R differenzierbar in x, und es gilt

(O f)’ (x0)=g" (£ (x0)) L’ (x0)

//D5.1.1(2700)//
//1.) Sei McC, ZOEEE und f: M—-C gegeben. Die Funktion f heiBt//
f(z) - f(z,)
// differenzierbar 1in z,:< 3 %}? /—é;—7;—£—::f’(zo) //
/ %0
/

/
//85.1.1(2703) £:M-C ist in z,€ |y differenzierbar < //

// 3 ceC und E(z):MﬁC mlt £ zw:éO,E stetig in z, und //
// f(z)=f(zy)+c(z-2z,)+ & ( Qz zo)‘V z€EM, wobel c=f’ (z,).//
Bew: f(x) = f( f(x()) ){ g(x)/ (x-%o)
S5.1.1 y ‘ﬂ
/ o/h
9(y) T glvo) g’ (vo) Av-yobF 0N txoyo) mit yo:=f (xo) €J
§5.1.1 S - //‘ZE*Q AN
Mit y=f(x) gilt /C// // \ N
— 1 | N _ —
§££££D - g(ﬁfxo))+g’ké(xo))(fﬁx)—f(x®0-+€ (£(x)) (£(x)-f(x0))
(go/)x) S5.1.1_7 7/ \ S5.1.1
#9 (£ (x0) L¥G7 (£(x0) ) (£ (x0) (x=%0) +} (%) (x-%0) N
#;/U?G%)+(ﬁ/(xw(X—éwﬂf(x)(x %)) (£ (%o) (x=xp) +€ (x) (x—X,)) Ei
#g(f(Xo))t@ﬂ(f(XoL(f'(Xo)(X—Xw) = A
#(g(f(x))=(g(f (Xé))_ (£ (xo) (£7 (x0) (X—X0))
(£ oy lim BT 8T ) iy 8 UGS ) %)
X X X=X, X X X- X,

# im g7 ((£(x0)) £7 (x0) =g" ((£(x0)) £’ (x0)
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3.)Ableitung der Umkehrfunktion

//D4.1.1(2200) Fir x€R und >0 sei //

// Us (%0) :={xER| | x-x,|<8}=(%0-0, x,+8) =8-Umgebung von x, in R.//
//Sei McR, M#©.//

//1.)x,EM heiBt innerer Punkt von M:e 3 6>0 mit Us(x,) <M.//

// DO/I sel die Menge aller inneren Punkte von M //

Vor:Sei A,BcC und f:A—-B bijektiv und f differenzierbar in

o o
Xo€EA , vVo:=I(%x0)€EB
Beh:f?' ist differenzierbar in y, ® £f' ist stetig in yo, und £’ (x,) #0
und dann gil\t (£ 7 (yo) = L 8 ///(f'l) R
- I/
' 1 (xy) £ (£ (v,) )/ flof !

\ /
\

//85.1.2 (2705)Ist eine Funktion f:I—R in einem Punkt x, //
//differenzierbar, so\ist sie dort auch stétig.//
//85.1.6(2750)Differentiationsregeln// //
//2.)Kettenregel// \\ /

// Vor:Sei f:A—B dlfferenz:Lerbar in Zo A ,T(z,) EB , und sei g:B—-C //

// differenzierbar 1m f(zo).//
// Beh: gOf 2A—C 1ist dlfferen21erbar in zo und // //(g©
)7 (z0) =g’ (£(20)) £’ (20) // \ /

\

// (Kettenregel) (go f)’ (g,of)f’ //
Bew:yo=f (x0), I £’ (x0) 5312\ f /stetlg in X,.

/

L= Sei £1:if 1t (yo)=xo dlf/f\@r@nZlerbar in yo.

x=(£10f) (x) ¥V x€A == 1=(£1)7 (L0 )£ (x0) = £ (x0) #0

S5.1.62) -

, £(xg) ///’/(
4 4 (EN) 7 (yo) o) -
un = . -
e N .
, <" Sei £t steti/g in yo und £’ (x,) #0, wahle (y.)SB\{vo}, ya—vo,
X
X, i=f(y)) =&

n— 0 —fF" 1 (Vo)

1

fly) - Flvy) % - % ey = !
v -y f(X ) - f(X ) S NS S A0S ngc £!' (X())
: 0 ! : xn-x()
, 1 1 1

£ o, = = - , () =——

v T 5 G2y) ' E vy £ Frof ™!
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Andere Formulierung Bew:

//85.1.2 (2705)Ist eine Funktion f:I—- R in einem Punkt x, //
//differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.//

//S4.4.2(2506) Es sei f:I—» R stetig. Dann ist f genau dann injektiv,//
// wenn f streng monoton ist.//

#//Andere Formulierung://

#// Vor: f:I- R stetig. Beh: f injektiv & f streng monoton.//
//S4.4.3 (2530)Umkehrfunktion//

//Ist f:I-> R streng monoton und stetig, so besitzt f auf dem
Intervall// //J=f(I) eine Umkehrfunktion f™*, welche dort stetig ist und im
selben// //Sinne wie f streng monoton ist.//

Vor:f bij = finjektiv
—

Bew:yo=f (X,), 3 £’ (%) S??z f stetig in x, — f streng monoton
S4.4.2
e
5443

f' stetig und im selben Sinne wie f streng monoton.

Sei f':(f'(yy)=x,) differenzierbar in y,.

x=(ftof) (x) V xeA = 1=(£1) " ( zp )E (20) = £' (x0) #0.

S5.1.62) =)
0

f1 stetig in y, (2752) und £’ (x,) #0, wahle (y.) SB\{vo,va = Vo,

% =f1 (y,) = Xo
e :./'_](‘li)
-1 -1 l
£y - £ ve)_ % = % T - fxy) 2 1 -
Yo - Yo fx,) - £(2) x - %, n—oo £ (%)
-1y ' _ 1 _ 1 -1y 7 — 1
(£79) , -, F ) By (£7h) e

Andere Formulierung (fur R):
Sei IcR ein Intervall, sei f:I-R stetig und streng monoton, und sei
f(I)=J. Sei x¢ ein innerer Punkt, d.h., kein Randpunkt von I, sei f
differenzierbar im Punkt x, und sei f’ (x,)#0. Dann ist die
Umkehrfunktion £ im Punkt y,=f(x,)E€J differenzierbar und es gilt
1
-1 ’V_- - 0000000
(£ (vo)) 1 (yy)
Fly) - Flily,) X - X
v - v, (=) - £x,)
und wegen der Stetigkeit der Umkehrfunktion gilt x—x,
flir y—ys. Daraus folgt die Beh.

Bew:Es gilt offenbar (mit y=f (x))

14
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Andere Formulierung:

Bew:Sei (y,) eine beliebige Folge aus J\{yy,} mit y,—y,. Mit
x,=f 7 (y,) €EI\{x,} (sonst Injektivitdt verloren) und wegen
der Stetigkeit der Umkehrfunktion f™* (S4.4.2) gilt

X=X (;:f*(ynyafﬂ(yo)) folgt aus den GW Regeln

£y, - £y, X, = X
V., " Y, TIf(x,) - f(x,) —
#0 #0

//Vor:Sei A,BcC und f:A-B bijektiv und f differenzierbar in

1 _ 1
' (x,) £'(f(y,))

= Beh

// %€ Y, vor=f(x0) € p

// Beh:f?' ist differenzierbar in y, < f' ist stetig in y, und f’ (x,)#0
1 1 1

// und dann gilt (£f7)7 (yo)= (f1) 7=

£ (2 £ (E Ny frof !
Bsp:® f(x)=e¥, A=R, B(0,w), f'(y)=log y stetig auf (0,x) =
BN 1

d . . 1
s lOg YC\\ d x velogy = 1{ ~=log v :% = (lOg Y) r=— VY y>0
dy 2§? e e " »
L, 1 1 1 1< ;
(£1) " (y)=(log Y)':\f'(x):(eT)'L(:logy:?I.‘.:log}.zw = (log y)'=— V y>0

# ee y=f(x)=log x, A=R,,B=(0,0), f'(y)=e’=x stetig auf (0,o), y€B=(0, o)

1 _ 1
f'(x) (logx)

1 1

— — =Y
xzey 1/X |X:€y l/ey €

# (£ " (y)=(e¥) =

(2755) Folgerungen:
Es gilt, dass nachstehende Funktionen auf dem angegebenen Bereich
differenzierbar sind:

1.)Rationale Funktionen sind differenzierbar auf ihrem
Definitionsbereich (DB) (Quotientenregel), insbesondere gilt
(x™)'=-nx™! V xR\ {0} V neN.

2.)tan und ctan sind differenzierbar auf ihrem DB und es gilt:

// (2755) Folgerungen:

// (tan x)’= sin x | _C0S Xtsmlx=l+tar12x= V xeR\{kn+m/2} V keZ.
cosS x Ccos” X cos” x
// d) Ist g(zo) #0 //
// (und damit #07-in Us(zo) €M 2., 3 9(2)#0 auf Us(zo)NI),//
// g differenzierbéf;i@fhmkpach §5.1.2 stetig, so ist f/g//
// differenzierbar in zg;-und //--._
£ (z,)9(z,) - flz,)9' (z,) -
// (£/9)" (z¢) = 09 %o - 0’5 ——  (Quotientenregel)//
(a(z,) ) e Tl
(tan x)'=[5i“x _CO8 X* SN X ) itan? xe—L ¥ xeR\ (kntn/2} YV keZ.
COs x co0s" X cCos X Tl
(ctan x) ’=[°9sx] —T S XVCOS X g ictan®= V xR\ (kn} V keZ.
sin x sin” x cos” x

3.)tanh und ctanh sind differenzierbar auf ihrem DB:
//D3.6.4(2150) Hyperbolische Funktionen//
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sinh z

// tanh z:= V ze€ C, cosh z#0 (Tangens hyperbolicus)//

coshz’
h
// coth z:=zj;qz, V ze C, cosh z#0 (Cotangens hyperbolicus)//
(tanh x)’=1-tanh? x =——:%—— V xeR.
cosh® x
(ctanh x)’=1l-ctanh?x= V xeR\{0}.
sinh® x

4.) ® (log x)'=1/x, x>0

//S4.4.3(2530) Ist f:I—= R streng monoton und stetig auf I, so besitzt
f //auf dem Intervall J=f(I) eine Umkehrfunktion f!', welche dort
stetig //ist und im selben Sinne wie f streng monoton ist.//
//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//

//3.)Ableitung der Umkehrfunktion//

// Vor:Sei A,BcR(C) und f:A—B bijektiv und f differenzierbar in //
// XOEZ/ Yo-':f(Xo)Gé//

//Beh:f? ist differenzierbar in y, < ' ist stetig in y, und //
// f’ (xy) #0 und dann gilt//
1 1 1

// (£7)7 (yo) = = - , (£71)7= VY4
YT e ) £ (E  (vo)) Flof !
Bew: e* : R»(0,o) T ,bijektiv, differenzierbar mit (e*)’=e*>0 V x€R sgiz

log y:(0,0) T ,bijektiv
_ 1
(log y)'=(e")
H’_J,

>
=
5.1.6

S5.

(l)log y differenzierbar.

x=ogy

1
#:Tg\' #:l/y V y>O
e °%’

="

® e (5%)'=a*log a, x€R, a>0

// 85.1.6 (2750) 2.)Kettenregel//
// Vor:Sei f:A—B differenzierbar in zoeéi, f(zo)efé, und sei //

// g:B—C differenzierbar in f(z,) .//
// Beh: gOf:A—> C ist differenzierbar in z, und//
// (go f) ' (zo)=g’ (£(z0)) £’ (2o) bzw (gof)’'=(g’o0f)f".//

Bew: (a*) /= (e*°92)’ e*°? 2log a=a*log a

S§5.1.62)
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1

e (log.x)'= , X,a>0

xloga
1
1)’ = = .
N A e e e
# f7(y)=log. y=x, f(x)=(a*)=y, (f(x))’'=(a")"=(g"%")#
1 1 7

Bew: (log. r=—" = . =
(10g. y) (@)'l,20y , logara x=0g.y (lOg @)y

//D2.3.3(1454)Fur a>0 sei aP:= prileea YV beR//

// #52.3.5 clog aP=b*°log a & aP=, led" = bloga [/
log b ) .
// logJ3r=lmga V beR, b>0, a#1 Logarithmus von b zur Basis a#0.
Andere Formulierung Bew:
1
Bew :log.x= °£Y = Beh
loga -
, 1 1
6.) (Arcsinh x)’'=—+——, x€R, (Arcosh x)'=—, x>1
VI + x° x° -1
Bew: # f!(x)=Arcsinh x=y, f(y)=sinh y, f(y)’=(sinh y)’ #
1 1
A i h = y =Arc sinh x = 1 =Arc sinh x =
(Arcsinh x) (sinhy) ' (cosh y) '
1 1
‘ﬂmmmx:————f, ...... analog Arccosh

L5.1.1 (2759)Produktregel fir hohere Ableitungen

Sind f,g:I-» R n mal diffb in x, (neN), so ist auch f*g: I- R
n mal diffb in x, und es gilt:

(£5g) ™ (x0) =3 () (£) ™ (x0) *g"™ (x0) ) !

v =0

Bew: Induktion nach ne€N, n=1, Produktregel, n—n+l (Binominalformel)

Bem:Ist f:I-» R n mal diffb in x,€I, so gilt V meN,
0,n < m
n

X=Xy —

(f(x) (x—-x0)™) " £ g =m P22222222222222°2°7

m!

m |

Bez:Wir sagen ein Polynom P: C— C besitzt eine m fache Nullstelle in
z0€C (me N), falls ein Polynom Q existiert C—» C mit:
(.)P(2)=0Q(z) (z=-2z0)" (..)0Q(z0) #0
0,0 <v <m- 1

Bem: z, ist m-fache Nullstelle & PW (z,)= . 2222272222727
’ = m
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//D5.1.1 (2700)//
//(.)f ist n mal stetig diffb auf I (kurz:f€C"(I)), falls//
// £ n mal diffb ist V x€I und £®:I- R stetig auf I ist.//

//(....)f ist beliebig oft diffb auf I (kurz fe€C»(I)), falls //
// feC" (1)) V neN.//
Bsp zu C”:
(.)f(x)=e* fEC*(R), £ (x)=e* V¥ x€R, VY neN,.
sinx, ! =0
' . . (ansty_ cosx, I =1
(..)sin x, cos x€C”(R), zB (sin x) =1 sinx, =27 no€N,.

- cosx, ! =3

0,x =0 0,x =0
(.)E(x)=1 2 eC”(R), f(x) ™= _%
e ¥ ,x #0 P;,ﬂ/x)e*’",x#O

(...) f (x)=x"eC”(R), (d]nxmzn! () xm2(=0 fiir n>m) Y m,neN,.

Bsp (2760):

//85.1.6 (2750) 3.)Ableitung der Umkehrfunktion//
// Vor:Sei A,BcR(C) und f:A—B bijektiv und f differenzierbar in //

// x0€ 'y, voi=f(x)€Ep//
// Beh:f?! ist differenzierbar in y, < ! ist stetig in y, und f’ (x,)#0
1
// und dann gilt (£7)7’ (yy)= = - L (f1) 7= )/
7 YT E ) T E () Frof |

//85.1.5(2710) (e?) "=e*//

1.)siehe auch A5.1.6 a)
f(x)=e*, A=R, B=(0,w), f'(y)=log y stetig auf (0,x)

1

x

e

— d 1

— log y=—5

=
s5.1.53) dy

=

e
dx

(log y)'=1/y V y>0.

1
x=logy e 77 Y

x=log y

2.)siehe auch A5.1.6 Db)

ixu:ieulog x=galog X*a.l/xzealog xqe 109 *=ge (1) 1og x—
dx dx
o (et *) “l=gx*t, x>0, aeC.

3.)f(x)=(1+x)+, a€R, x>-1
£/ (x)=0(1+x)***1, x>-1 Kettenregel

2758



4.)f(x)=(1+xH*, x>0, a,peR
£/ (x) =0 (1+xP) «pxP?, x>0
0,x =0
5.)f(x)={n B , stetig auf R,
x“exp(-1/x"),x #0,n € Z
f differenzierbar fir x#0 4//////“\\ ‘//"\\\\\\\‘
EZ§)—;—ggiq(n‘lexp(—l/xz) 200
x -0
0,x =0
f, (X)z 2 -n-3 -n-1
exp(-1/x7)(2x -nx "), x #0

XX |
x<0:f" (x)=-1 V x<0, £ (0)=1, £ (0)=-1

7.)4§LZD=DZW& Produkt Regel, Induktion nach n

dz
e} d
— zt=——_ 7z l=1%g" 147 (n-1) z"%=nz"!
dz dz
d d 1 -nz*!
8.) —zm=" (—)="1% - _pgmt
dz dz Zn ZZn

9.) //83.2.8 (1758) 25 z"/k! ist fiur alle z€C absolut konvergent.//
k =0

0

// V zeR gilt weiter 25 zk/k!=exp(z)=lim(1+z/n)“.//

n— o
k=0

= > n-1 &> n-1 *© n
e?)’ = z"/nl)’ = nz - = et
(e%) 53.248(£ ) % n'! % mn-DNn! = !
//D3.6.2(2104)
//1.)VY aeR sei //
// cos a:=Re e'’=1/2 (e'“+e™*) und sin a:=Im em=4L—(em—e*“).//
1

. 1 ‘ , . |
10.)sin z=—— (e**-e™*), sin’z=— (ie**+ie™*)=cos z,
21 21
analog cos’z=-sin z

//(2754) Folgerungen: 4.) ® (log x)’=1/x, x>0//

4 1/%x x>0
PR = l
11.)dxlog|x| Loy <0 x€R, x#0.
X
d x
—1log (-x)= (1/-x) (-1)=1/¢%
dx <0

Zeige: Polynome, rationale Funktionen, die Expotentialfunktion,

die trigonometrischen sowie die hyperbolischen Funktionen sind

(an allen Stellen ihres natiirlichen Definitionsbereichs) beliebig oft
differenzierbar.

A5.1.1 Untersuche folgende Funktionen auf Differenzierbarkeit und
berechne ggf ihre Ableitungen:
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AS5.

AS5.

a)sin’x b)cos xsin x c) — "= d) o e)2sin(l+x®)cosx

1.2 Zeige: Ist eine Funktion an einer Stelle x,€R sowohl rechts- als
auch linksseitig differenzierbar, so ist sie dort genau dann
differenzierbar, wenn die rechts- und die linksseitige Ableitung
ibereinstimmen.

1.3 Gib ein Beispiel flur eine Funktion, welche an einer Stelle x,€R
sowohl rechts- als auch linksseitig differenzierbar ist, ohne dort
differenzierbar zu sein.

//D2.3.3(1454)Fur a>0 sei aP:= prileea VYV beR//

AS5.

1.4 Zeige mit der Kettenregel und der Definition der
allgemeinen Potenzfunktion D2.3.3 , dass (a*)’=a*log a
V a>0 und a€eR.
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A5.1.5 Man gebe jeweils den maximalen Definitionsbereich
(in R)an, auf dem f(x) differenzierbar ist und bestimme die
Ableitung von f(x):

_x -2

_x+2

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//

//1.)Vor:Seien f,g: M—-C differenzierbar in Xﬁ;ﬁl'//

//Beh: d)Ist g(zy)#0 (und damit #0 in Us(z,)<M... = //

a) f (x)

// 3 g(z)#0 auf Us(zy)NI), g differenzierbar, d.h. stetig, so ist f/g
// differenzierbar in z, und //
' (z,)alz,) - £f(z,)d' (z,)
// (£/9)7 (z0) = el > o’ o (Quotientenregel)//
(g(z,) )
Los: S5.1.6: f(x)zx;2 ist differenzierbar auf M=R\{-2}.
X

(Dieses M ist maximal in R) denn in x,=-2 ist f nicht stetig
(fortsetzbar) = D=R\[-2] =
x+21 - x- 21 4 4 4

£ = = f =1- £ = -
() (x + 2)° x + 2)° oder f(x) X+ 2 - (x) (x + 2)°

//85.1.4(2706)Vor:PR Y a,(z-2z,)* mit z,2z,EC und KR R>0.//
k=0

//Beh:f(z)::zg ax(z-zy)%, z€Ux(z,) dort differenzierbar mit Ableitung //

k=0

/) £ (2)=8 kag(z-20)%1.//

k=1

b)f(x)ziggggijﬁ

X
|

//35.1.4(2706)Vor:PR 2: ar(z-zp)* mit z,z,6C und KR R>0.//

| k=0

//Beh:f(z):=2§ ax(z-zy)*, z€Ux(z,) dort differenzierbar mit Ableitung //
! k=0

|
I

/) E(2)=3 Kag(z-20)50. /)

1 k=1

es\gilt,....siehe spater..log Reihe...Berechnung f’ (0)

£(x)=log(1+x)=)Y L1
)A v=0 v + 1

|
|

xV*" f{ir |x| <1 ist differenzierbar und

‘y _ o0 _ Vv o0 _ Vv _ 1

£ (%) 25 1—/L—D——xv‘l, insbesondere f’(0)=25 -Zg—ll—x“4=1£—ll—01*=—1/2
©ossaa o v +1 - v +1 1+1

Lbsﬁ# 2754)Folgerungen: 4.) ® (log x)’=1/x, x>0 und f’ (0)=-1/2 =
E(x) ist differenzierbar auf M=(-1,0)\{0} und D=[—l,w}ﬁ0} =

- [loga + =1 1 log(l + %)
£ (x) = b= - - =1/x
(x) 1+ x : + 7 / (l  x

0
Bem:Setzt man noch f(0)=1 (stetige Fortsetzung), so gilt:
f ist differenzierbar in 0 und f’ (0)=-1/2 (Bew. siehe

spater ...Logarithmusreihe)

-f£(x))
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Los: £ (x) = (x) *=[exp (x*1og x) [=exp (x*1og [exp (x*1log x)])=exp[ (x?) log (x) ],
D=18,0) ist differenzierbar| auf M= (0, 00)-=>--—"_=7"
\\\_ ______________ \_.__._ //I/

f’ (x)=exp (x*1log x) (x*log Xx) ’=\\f(x) (2x*leg x +x? X )=f (x)x(1+21og x)
d) £ (x) = 55 e
Los: Bem: (x¥)*=, =) < x=1/9de’r/;<£\2 (oder x=0), denn fir x>0 gilt
(x¥) "= = & exp[’x/zlog x]=exp[exp (x*log x)log x] <
X
#log x =0
x=1 oder 2*log x=x*log x & x=1 oder x=2

x?’log x=exp (x*log x)log x & =1 oder x*=exp (x*log x) <

1
£ (x)= xowtion 0 maxp (SFPELOTX ) 0 ) —exp (x*log x) =

5
X
£

exp| exp (x 1og x) Log x , differenzierbar auf D=(0, )

g

£(x) u v
—

= f’ (x)=explexp(x log x)log x [exp (x log x)logx]’=
——
g' £ f'

exp (x log x) '
\ﬁ(—J

1 exp (x log x)(x log x) '

—

exp (xlogx) **

1

tognen log x
//85.1.6 (2750)//

// Vor:Sei f:A—B differenzierbar in ZOE(AS, f(zo)e]%, und sei //

// g:B—-C differenzierbar in f(z,) .//
// 2.)Beh: goOf:A—> C ist differenzierbar in z, und //
// (go £) " (zo)=g’ (£(z0)) £’ (20) //
// 1.)c) f-g ist differenzierbar in z, und //
// (£:9) " (zo) =’ (20) g (20) +£(20) g’ (20) //
f(x) = exp| exp(xlogx)log.x , differenzierbar auf D=(0, )
S$5.1.62.),1.)¢)

;7
f(x) u

f—/%ﬁl
= £’ (x)=exp(exp(xlogx)logx [ exp(xlogx)logx]’=

& &

u'

/—J%
exp(xlog x)'
exp(xlog x) l p( gx) log x
—_— exp(xlogx)(xlggx)' “——
u \\\,X\ %v—l‘ v
': T~ _ //l"ﬂﬂg\'+‘7

1 g 1

f(x) [exp(x logx) (x ¥ +1'log x)log x+exp (x)log x* X |=

1
£ (x) FPELTI 10 w)210g x+1/x], x>0

X%
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1

f =(J/xt1l) (—-1
e) £ (x)=(x+1) (JQ )
: _ Ay LT S
Los.f(x)—(&+l)(\/; 1)=1 \/§+\/; 1 N NS
ist differenzierbar auf D=(0, x)
> £ (x)=(-1/2) -l k-
1 1 x+1

—1/2(X&+&)=—2x£

//85.1.6 (2750)//
// Vor:Sei f:A—-B differenzierbar in ZOEL&, f(zo)e]%, und sei //

// g:B—C differenzierbar in f(z,) .//

// 2.)Beh: gOf:A—> C ist differenzierbar in z, und //
// (go f) ' (zo)=g’ (f£(z0)) £’ (zo) //

// 1.)c) fg ist differenzierbar in z, und //

// (£:9) 7 (zo) =£’ (2z0) g (20) +f(20) g’ (20) //

f) f(x)=2x%%**sin (bx) mit a,b€R fest

DR
Lés: 28 e“sin(bx), £ diffb auf D=R=
u —_—

v

£ (x = 5 %x L« e” sin(bx) +a€2 { &e:‘ ) sin(bx) +§jx (sin(bx))' N =
S5.1.61.)c¢) u' v u s p s ' 55.1.62.)

2[2xe**sin (bx) +x’ae**sin (bx)+x’e*bcos (bx))]=

2e*] (2x+ax?) sin (bx) +bx?cos (bx) |=

2e*x[ (2+ax) sin (bx) +bxcos (bx) |

g) f (x)=Arsinh x (Arsinh ist die Umkehrfunktion von sinh) #y=f (x)=Arsinh x

sinh x oF 4 o7
Los:g(x)= .+ = g’ (x)=——

2
g T, also existiert g'=f * g’ (x)#0 V x€R =
1 1 1
g’ (g'l(x) ) _cosh(Ar sinh x)_\/l + %

=cosh x>0 V x€R, insbesondere

f differnzierbar auf R und f’ (x)=

y + Ty

cosh?y-sinh?y= (< ) ‘=eYe¥=1

cosh?y=1+sinh?’y = |cosh y|=41 + sinh’y
# =J1+(sinhy)> =\[1+(sinh (Arsinh x))’ =1 +x°

1
f(x) ist differenzierbar auf M=R und f’ (x)= ; =
cosh (Ar sinh x)

1
e da cosh’x-sinh’x=1 und cosh x>0 V x€eR
1+ x

h) Zeige: (tan x)’=1/cos?’x fiur (k-1/2)n/2<x<(k+1/2)m/2, mit k€Z und
die Tangensfunktion nimmt auf jedem der obigen Intervalle jede
reelle Zahl als Wert an.
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A5.1.6
a)zZeige unter Verwendung der Ableitung der Umkehrfunktion,

V x>0 gilt (log x)’=1/x
Los:I=R, f: R-R, f(x)=exp(x). f auf I stetig und T .

Es ist f(I)=f (R)=exp (R)=R.

V x€R ist f differenzierbar in x, und f’ (xq)=e" #0 =

Umkehrfunktion f* (wo f'(y)=log y) in jedem Punkt

vo=Ff (x0) €ER, (f surjektiv, also fir jedes yeR, I xe€R:f (x)=y)

differenzierbar und

(log(yo)) "=1/exp(log(yo))=1/yo ¥V yo€R,, (log x)’'=1/x V x>0

b) Zeige fur x>0, a€R (x%) "=0x*!, bzw fiur a>0, x€R (a*)’'=a*log a

//85.1.6 (2750)//
// Vor:Sei f:A—>B differenzierbar in zoeéi, f(zo)efé, und sei //

// g:B—C differenzierbar in f(z,) .//
// 2.)Beh: gOf:A—> C ist differenzierbar in z, und //
/7 (go £) ' (zo)=g’ (f(z¢)) £’ (zo) (Kettenregel)//
// 1.)c) f-g ist differenzierbar in z, und //
// (£:9)’ (z0)=£' (20) g (z0) +£(20) g’ (zo) (Produktregel)//
Los: (x¥) =[exp (alog x)]’ = exp (alog x) (alog x)’=x°‘oc—1—=0Lx°“l
$5.1.62) x
X ,: exp X log a 14 == P X
(a ) [diﬁ?;aufR (diffbaufRHWerteinR )] SS.T.62.) exp (XlOg a) lOg a=a (lOg a) ’

*Kettenregel, da Verknupfung von exp und log,
beide differenzierbar auf R,,Werte in R,, exp auf R.

A5.1.7 Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen:
a) f(x)=xz2e*.
Los:2 diffb Funktionen auf R, Produktr.. (x2e¥*)’=2xe*+x2e*=(x2+2x)e*.

b)f (x)=log(log(x), x>1
Los:1log differenzerbar auf R,, Werte in R, fiir x>1
— 1 1
(log(log(x))’55;62)log:<(1og x)'=
c)f(x)=(1+x2)sinx
Los: (1+4x2)s™" *) "= (exp(sin x(log(l+x?))"’.
exp differenzierbar in R, Werte in R, sin, log differenzierbar

auf R, Werte auf R...

x log x

bl

f(x)"=(exp(sin x(log(l+x?))’
§5.1.62).1.)¢)

exp(sinx log(l+x?)) (cosx log(l+x?)+sin Xl 22X)=
+ X
(1+x2)“nx[gifigji+cos xlog (1+x?))
1+ x°
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5
X

1+ x . x|<1

1- x
//85.1.6 (2750)//
// Vor:Sei f:A—B differenzierbar in de:li , f(z,) E]% , und sei //

d) f(x)=

// g:B—C differenzierbar in f(z,).//
// 2.)Beh: gOf:A—»C ist differenzierbar in z, und //
// (go £)’ (zp) =g’ (£ (zy)) £’ (zy) (Kettenregel)//
// 1.)c) fg ist differenzierbar in z, und //
// (£°g) 7 (z,) =f’ (20) g (20) +£ (20) g’ (z,) (Produktregel)//
// d)Ist g(zy)#0, g differenzierbar, so ist f/g differenzierbar in z,
' (z))glz,) - £(z,)d" (z,)
// und (£/9)’ (zo) = LS —— 7 % (Quotientenregel)//
(a(z,) )
1+ x
352 log
Lés: £ (x)=( 'Sfp‘ (A1EPaieep fir 1xi<1 L-x)y, =
diffbaut R auch diffb fur |x|<1 §5.1.62.).d).c)
Werte in R
1 1+ x 1-x)1101-x-@1+x (-1
21 2x1 % -
exp (x Og(l—x)(xogl-x X T+ R )
X; 1
L+ X) ox(log|— 1% %
1 - x 1-x 1 - x2
o) £ ()= YESinE g
log x

1 . 1 .
Los: £ (x) = ([2\/; sinx ++/x cosx)logx - ;\/;smxz

Qr

(log x)?
sinx + 2xcosxlogx - 2sinx
2Jx(1log x) 2
£) f(x)=esinvx, x>0

1 1
———= 27?7

—esin«/?cos \/7
N PN

Los: £ fir x>0 diffb Funktion. f’ (x)

~
a4
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A5.1.8 Es seien neN,, McR und XOEDO,I . Weiter seien die Funktionen

f,g: M» R n-mal differenzierbar in x,.
mh f*g ist n-mal differenzierbar in x, und es gilt:

o Zeige,w
\\ n n B
NN (£xg) ™ (x0) =, [k] £ (x0) g9 (%) .
I \\\ \\\ k=0
o0 Bestlmme\hrermlt (h) *9(0) wvon h(x)=xsinx.

//85.1.6 (2750)D;fferentlatlonsregeln//
//1.)Vor: Seled‘f\g'h¢ﬁC differenzierbar 1in ZOEI4 //

c)fg 1s® dlfferehzlerbar in z, und //
(Produktregel).//

/7
(fg)’ (Zo) =f1 (Zo)g(Zo) +1(20) 97 (2o)

//
//81.7.4(906) Eur aEC und n,m, k€N, FJEN gilt
o a\ + 1 | \ \
//5.) []+ B R
J ]le \J\ Y N
Bew: @ Durch‘Induktlon nach n
n=0: f*g MHRJO mal dlfferen21erbar (keine klare Aussagen) und
<f*g) =(f*ga( )= f<x0> () 12 (2) flx g™ (x0) =f (x0) g (%)
IH n: h f*g 1st n- mal dlfferen21erbar in xo und es gilt:
(£rg) ) (x) = 3] [n]\f<k’ (%) G0 (x)

I
| | 1
\ k:()\
l

n n+l: Zﬁ elgen\f*g M—>R

n =0 | |
" ! \ ' \ \\ n+1\
tind (f*g) (1) (x0) = D () £09 (%) g9 (o)

(n+1) mal differenzierbar in X0€ 1

\

I
|
I
I

3J f(‘k)g(}i) in Ué(xo\‘)

\

k—tO \\
fur O~<k-<h und £ ‘g™ sind differenzierbar in x,
ist differenzierbar in x, =

\

n n |
= 37 £ e g (0
k=0

(£%g) ™ (x0) = ((£%g) ) 7 (x0) =2 (¥ () £9(x) g™ (x)) | _ =
dx 15 §5.1.6

)+ £ (x0) g (%0) ] v
Indexversch

Z ( ) (k+1) g(n—k)(xo

(2 () £9(x0) g™ (ko) ] =

n+1l
(n+1-k) (X ) ]+

Z (k—'l f(k) (Xo)g 0

=1 k=0 ( )
() < () + (D) 0
o f (n+1) + k-1 k f (k) (n+1-k) (n+1) —

R (%0) G (%0) [é (L) £ (x0) g :lg(,m) (%)
n+1
D () £09 (x20) g (%)
k=0
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@@ h(x)=x sinx x€R. Sei f(x)=x, g(x)=sinx, x€R =

//85.1.5(2710) Die Expotentialfunktion, die trigonometrischen und die//
// hyperbolischen Funktionen sind auf C differenzierbar und es //

// gilt (e?)’=e*, (sinz)’=cos z, (cos z)’=-sinz, //

// (sinh z)’=cosh z, (cosh z)’=sinh z jeweils V zeC.//

fr (x)=1, £ (x)=0, n=2,
- N
- 1 fiirn =4k +1 \\sonst 0 =
-1 fiirn =4k-1"' N 1024 & =1
N

10 < 1
(h) 49 (0)=) [10]f<k> (%0) g0 (%)=, [lo]f(k) (20) g7 (x0) =
k=0 k

k=0 k

[1(;)] £O) (x55) g10 (x0) + [110] £ (30) g9 (x0) =

10 10

[O] Zﬁp)f(O)g”m(O)+ [ 1]f”)(O)g‘lo‘l’(O)=10*l*l=lO
=0

A5.1.9 Zeige die Bernoullische Ungleichung flir den allgemeinen
Fall: (l+x)e>l+ax fir o>1 und x>-1, x#0.

//85.2.4(2802) Monotonie und Ableitung//
//Vor: f:[a,b]—-R stetig und differenzierbar V x&(a,b).//
//Beh 3.)f’>0 bzw. f’<0 auf (a,b) = //

// f streng monoton wachsend bzw. fallend auf I.//
Bew:Betrachte die Fkt (bei a€(l,o) fest), f:(-1,x)—R,
f(x):=(1+x)e=(1l+ax) = f beliebig oft differenzierbar und
£/ (x)=a[ (1+x)“*-1]1, £’ (0)=0, f”(X)=Ot(Ot—l)(1+X)WQ§?1
£fr7(x)>0 V x>-1 == f'7 auf (-1,0) =
S55.243)

e( -ﬁl,O) F:O
1+ x

O<l+x<l

a-1
V x€(-1,0): £’ (x)=a] ) -1]1<a[ (1+0)**-11=£f" (0)=0,

<l
£/ (x)<f’ (0)=0 V xe(-1,0)
e(?_.ac) LO
(1 + X )(1-1 ~

1d+x

V x€(0,00): £’ (x)=0al 11>0[ (1+0)**-11=£" (0) =0,

>1

£/ (x)>f’ (0)=0 V x€ (0, )

= f 1 auf (-1,0) und f T auf (0,©) =

55.2.43)
f(x)>f£(0)=0 V x€(-1,0)\{0} (f hat bei x,=0 ein globales Minimum)
d.h. (1+x)oe—(l+ax)>0 V x€(-1,0)\{0}
oder:
f(x)=(1+x) = (1+ax),x=-1 = f’ (x)=0(1l+x)*'-a=af (1+x)*1-1] =%,
_ -2

( £/ (0)=0, £’ (x)= & Eiw_i2g;iﬁl_d>o V x>-1, £’’ (0)>0)

>1>0 >0 >0
*=> £ | auf (-1,0), £1 auf(0,0)=> 0 ist globales Minimum wvon f

= £(x)>EO) v xe(-1,00)\[0] > (1+x)®1+ax fir o>1 und x>-1, x#0.
0
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A5.1.10 f, (x):=.ogUogC.(dogX))) ci. eN

n mal

a) Wo ist f,(x) ® definiert und differenzierbar? ® ® Ableitung?

//D2.3.2(1452) Die Umkehrfunktion log(0,»)— R der Expotentialfunktion//
// heiBt natiirlicher Logarithmus oder Logarithmus zur Basis e //

// (log x=1n x)//

//85.1.6 (2755)Folgerungen: //

//Es gilt, dass nachstehende Funktionen auf dem angegebenen Bereich//
//differenzierbar sind: 4.) ® (log x)’'=1/x, x>0//

//85.1.6 (2750)Differentiationsregeln

//2.)Vor:Sel f:A—-B differenzierbar in 20€§i, f(zo)€£é, und sei

// g:B—C differenzierbar in £ (z,) .

//Beh: go0 f:A—» C ist differenzierbar in z, und (g0 f)’ (zo)=g’ (£(zy)) £’ (2o)
// (Kettenregel) (gof)’=(g’of)f’.

Los: ® f,(x)=x, f;(x)=log x, f;(x)=log(log x), .... =

f.(x)=log f,;(x) V neN.

>

fi(x)=log x definiert & differenzierbar flir x -
D232, Folgerungen4.)

f,(x)=log(log x)definiert & differenzierbar fir
log x>0 ;§Z7 exp (log x)>exp 0 = x>1
fi(x)=log(log(log x)) definiert & differenzierbar fir
log(log x)>0 = log x>1 = exp(log x)>exp 1 = x>0
f,(x)=log(log(log(log x))) definiert & differenzierbar fuf\
log(log(log(x))>0 = log(log x)>1 = \
exp(exp ((log x(log x))>exp(exp l)=exp 0 = x>1 \

Fir n=3: f, definiert & differenzierbar fir \\ \

X>exp(exp(....(expl)...)) - log(log(....(logx)...))>l :\\\

n-2mal n-2mal AN

log(log(....(log x)...)) S0 = NI
n-1mal A\
7/ \ AN
n1 mal \ A

N
f.(x)=log(log(...(log®)...)) definiert & differenzierbar fiir\x>1

nmal

LS S H

d 1
f.i=log £, = fo'= =— =... - —
55.1.62. S C ]

>2-) i e J}?—l So'= k=0 ﬁ‘
///”,,/ f '
- -1

fn:log fn—l = fn,= fn

n-1
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f:”-l—l ()C) =O

b) Zeige: lim

e
S, (x)
Lés: fo(x)T , f.(x) = o = lim M:limw = lim £ (x)
= CEL@ o [0 ssTesy e L)
S, (x)
_lim L~
X— o0 j"”(x)

A5.1.11 Z ka, Wert im Konvergenzintervall?
k=0

* k
Hinweis: Betrachte Z x .
k=0

//83.1.1(1601)Die geometrische Reihe ist divergent V zeKmit |z |>1.

// Sie konvergiert V z mit |z|<l und es gilt
/)Y =t v z)<1.
k =0 1-2z

//83.5.5(2050) Vor: Y a,(z-z,)" hat KR R//
n=0

// 1.)dann besitzt Z na,(z-z,)** denselben KR R//

n=l
k k Y
3 S KR1 = e 3 L - § kxn*y —
Lés: &< 2 hat $50.4 siss (&= 2 )/== 2 == 5 hat KR=1 35
(‘Z‘- (k+1)*x"),:z’cv k(k+1)*x"":
k=l 2 k=1 2
) %k K
Z (k+])(k2+2) *  hat KR=1 d.h. konvergiert im Intervall(-1,1) =
k=0
< k
& ] Zx — 1 1 1 x?
Fiir x€(-1,1) gilt X - (i% -x-1) T — (—— -1-x)=— =
(-1,1) g Z 5 Z(T ) or 3 (1o =5 T
1- x
(3 kAD ,1 X7 ),zizﬁ-xz
k=l 2 1-x 2 (1+)C)Z
S (k+1)(k+2)Xk_ 1 2x%-x? )’ 1
. 2 2 (1+x)° (1- x)°
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A5.1.12 Definitionsbereich D, Differentiationsbereich D’, 1. Ableitung-?
xeR.

//85.1.6 (2750)d)Ist g(zo)#0, (£/9)’ (zo)=

//2.)Vor:Seli f:A—B differenzierbar 1in de:li , £(zp) E]% , und sei

// g:B—C differenzierbar in f(z,).
// Beh: gO f:A—»C ist differenzierbar in z, und //(g©
£) 7 (z90)=g" (£ (z9)) £’ (2y)
// (Kettenregel) (go f)’=(g’ o f)f’.
|

1 -

1
Lés:f(x)=ﬁ=m, J kein x: x°<0, x=0: /\5 nicht definiert. D=(0, )

ey
1 ' — O*X'l*l_ 1
[;] S1.561.d) T__? V x€R\ {0}
= 1 1 1
' - *— o *l=—pm r—
V) 51.5.62) 2 x 2 1 2~ V x€ (0, ) = D’'=(0, )

£/ (x) = —[xf']'

S1.5.62.)

b)g(x)=|ax+b|, a,beR.
Los: D=R da ax+b und |x| definiert V x€R,
ax+b diffb V x€R,

laxtb| diffb fir axtb#0 = X¢*~g, a#0 = |ax+b| diffb V XER\{‘S‘}
a=0 = g(x)=|b|] = g(x) diffb V xeR
= a#0: g(x) diffb V XER\{—!Z}, a=0 g(x) diffb V xeR.

a
€17 Z E'=1, IE| Z (-B)’=-1 = |E|’'=sign(x) =
£€(0,0),E#0 £€(—,0),E#0
g(x)’ f (ax+b) " sgn (ax+b) =a*sgn (ax+b)
$1.5.62.)
1
¢ RO gn(d)
X

L6s:D=R\ ({0}U{sin(1/x)=0})=R\ ({0}U{1/x=nk}=R\ ({0}U{x=(mk) '}), k€Z\{0}.

1
D’=D, da (sin(x) & 1/x)# (0 und diffb) h’ (x) - —(sin(l)) .1y
$1.5.62.) X sm(—)
X
1
_ . . 1 1 1 1 cos(;)
51;62)_(;),005(;)Sin(—)2:_ZCOS(; Sin(l)2: 1
5.62. X X x*sin(=)?
X
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A5.1.13 Bestimme alle x€R, in denen die folgende Funktion
differenzierbar ist und bestimme dort die Ableitung
e’ x<-2r
cosx - - 27 <x<x/2
Arsinhx  7/2<x <26
log(x +5) 246 <x
Hinweis: Zeige Arsinh x=10g (X+.xz+ 1)

f(x)=

//(2531)Korollar S4.4.2//

//(..)sinh x: R R ist T und stetig, f(R)T\R d.h. er hat //

// Umkehrfunktion:Arsinh: R=RT und statig//

// (...)cosh x:[0,0)—[1,0) 1istT und stetb&g und surjektiv, seine //

// Umkehrfunktion Arcosh x:[1,0)—[0,0) ist T und stetig.//
//83.6.4(2150)Eigenschaften der hyperbollsé;hen Funktionen V ze C gilt://

2\+I

// sinh z=-sinh(-z)= Z —, ungerade Funktlon, KR _R= //
o 2v + 1!

//3.)cosh(z;+z,)=cosh z;cosh z,+sinh z; sinh zxz (Addltlonstheoreme) //
// sinh(z,+z,)=sinh z,cosh z,+cosh z; sinh ZZY/ -7

// speziell:cosh’z-sinh’z=1// 4/

//D3.6.4(2150) Hyperbolische Funktlonen/// ‘\

// cosh z:=1/2(e*+e?) V zeC (C051nu;/71yperb®licus) //

// sinh z:=1/2(e*-e?) V zeC (Si'z;u:rs/ hyperboli\\cus)//

“ |
Lés:Arsinh x=y < x=sinh y, R—R, I (Ar\sinh R —R T

KovrollarS 4.4.2 K(Jﬁ()f[u/S 442
e’=1/2 (e¥+e¥)+1/2 (e¥-e¥)=cosh y+sinh vy, cosh\ y-sinh?y=1,
e’=1 + sinn?y +Sinh y
efrsinh x= 1"y > +x, Arsinh x=log(x+J1 + x*): R —’R‘/
e™, cos x, Arsinh x differenzierbar auf R,

e'*! differenzierbar auf R\{Q},
log(x+5) differenzierbar auvuf (-5,0)
Schnittstellen zwischen dBn Teilfunktionen:

S0, x <o/
S xya
f(x) differenzierbar ‘in a, falls f stetig in a und

d.h. /hmM lim L (0)- f(a)

X-a x—a xX-a

Allgemein:f (x) { .f,,f, stetig differenzierbar,

"(a)=1f:" (a),

-2m: e‘(‘2”)=ez’f*w=e“2”‘=ez” = f stetig in -2m.
=

/
(e—x) g —/ eZn

—=/ -
x—y 27 ——

A

-~ —

Iy

7 -
(cos xe'*!) ’/ (cos xe™)’
/ x<0 -

// {—\—2—7—> e” ————————————————— ==

. / _ — — -1 , , ,
(sin x—Cos x)e™* =0~ = f differenzierbar in -2x

-
/ - _

—

/__—————_

(cos xe!*!) 3/20 ' Arsinh X >0 = f ist nicht stetig in m/2 =
x— T =r/2

f nicht differenzierbar in mw/2
Arsinh x=1oqg (x+\1 + x¢ i’ﬁ 1og (26 +\1+24)=1og (5+2J5 ),
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log(5+x)xgiglog(5+2vgf) = f stetig in 2./e

1 ‘ 2X ]_ —
_)=——— = _1/5
241 + x° V1 + %7 x= 28

= (1+

1
(Arsin x)’= -
X+ 41+ x

(log(5+x)) 7=

1 1
5+x 5+ 26
f nicht differenzierbar in 2./é6

=

—e X x<—2m
sinxe *—cosx e ¥ —2m1<x<0
>—1(x>0")
—sin xe*+cosx e* 0<x<m/2
7 (x)= —)1&—)0)
1 _
/ 0<x<2¢6
Vvx2+1
1 =
— 24 6<x
5+x

f ist differenzierbar in R\{0,n/2,26)

2772



	L5.1.1 (2759)Produktregel für höhere Ableitungen
	//D3.6.2(2104)

	A5.1.6

