2.(1200) KaPitel Konvergenz von Folgen und Reihen

K steht im Folgenden immer fiir R oder C.
(z,)

Bez:Eine Abbildung @: N- |¢l heipt [Komplexe Zahlenfolge n wobei
R reelle (an)

r”:¢bﬂ} neN bzw N,.

a,=¢(n)

2.1(1200) Konvergenz und Grenzwert

D2.1.1(1200) Eine Folge(zn)=(zn)f<:K heiBt konvergent < 3 zeK, sodass

gilt V &>0 3 ne=ng(e) €N mit |z,-z|<e V n=n,.

Dann heiBt z der Grenzwert oder Limes der Folge (z,).

Eine Folge heilt divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Eine konvergente Folge mit Grenzwert 0 heiRlt Nullfolge.
Formulierung zu Nullfolge:

Eine Folge (z,) in K heiRt eine Nullfolge, falls gilt:

Ve>0 3 NeR, V neN: n=N = |z,|<et.

Ist dies der Fall, so sagen wir auch, dass (z,) gegen 0 strebt oder

gegen 0 konvergiert, und wir schreiben lim z,=0 oder z,—0 (n—wo).
n->o

Eine Folge (z,)heiBt konvergent, wenn ein z€K, existiert, fur welches
die Folge (z,~z) eine Nullfolge ist. Ein solches z heiRlt dann
Grenzwert der Folge: z, 2 z < (z,-z) ist Nullfolge fiir (n—wm)

n->oo

Wir schreiben dann auch lim z,=z oder z, 3 z

n-o n-=>o

Wir nennen die Folge (z,) beschrankt, falls es ein KeER, gibt mit
|z, <K V neN

Bez:a)z=lim z,, z, > z

n-o n-»oo

b) V nEN sei eine Aussage A, festgelegt. Wir sagen dann:
(.)An gilt fur fast alle n, falls ein nyeEN existiert, sodass
An YV n=n, richtig ist (Bsp Konvergenz Def).
Andere Formulierung:
A, gilt fur fast alle neN: & A, gilt fur V neN mit
hochstens endlich vielen Ausnahmen.
(..)A, gilt fir o viele n, falls |{neEN| A, ist richtig}|=w

1/n falls n keine Quadratzahl

Bsp:a.= 1 falls n Quadratzahl

Bem:1.)Fir ein a€R und £€>0 heiRt Intervall Ua) :=(a-g, a+te)
1



eine ¢ Umgebung von a

| | | . # a-¢,a+te€U (a)

an 2 a <« V ¢>0 3 ny=n,(e)EN, sodass a,€U.(a) V n=>ny,d.h.:
n->o

a, € Ug(a) nur fiir endlich viele neN &

V €>0 liegen nur endlich viele a,€U:(a)

(aubBerhalb der & Umgebung von a)

Bem:z,,z,€ C sind gleich & V £>0:|z,-z,|<¢

4.)Eine Nullfolge ist konvergent; ihr Grenzwert ist gleich O
5.)Beh.: lim x,=x#0 = 3 neN V n>n,: x,#0
6
7

n->oo
)Xy, ve€ERL lim x.=x, lim vy.,=y, x,<y, V n>n,=> x<y
n->o n->o
.)Sandwhichsatz
+

Seien (x,; ), (x,)und (y.) Folgen in R. Dann gilt
%}Eg XZZ%PS x . =x und x, <y, <x. = %}1;2 Vn=X.
8.)Eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn die
Folgen der Real- und Imaginarteile beide konvergieren.
Andere Formulierung:
Fir eine komplexe Zahlenfolge z, gilt
(.)zs>z (n>o0) = |z,[=|2z] (n>o©)
Bew: e>|z,|-1z| =1|lz.l-12z|| Vn =ng(g)
(..)z—z(n>o0) © Re(z,)—Re(z) (n—®) und Im(z,)—Im(z) (n—x©) oder
Fir (z,)cC, zeC gilt lim z,=z ©

n->o

lim Re(z,)= Re z und lim Im(z,)=Im =z

n>w nw

Bem: Insbesondere hat eine reelle Zahlenfolge, welche konvergent
ist (gem&B unserer Def) einen reellen und eindeutigen
Grenzwert

9.)Divergenz:V z€C 3 ¢>0 V ny(ee)eEN I n=ny: |z.-z|=¢.

D2.1.2(1209) Eine komplexe Folge (z,) aus C heiBt beschrinkt:e
3 K>0 mit |z,|<K VneN

$2.1.1(1210) Geg die Folgen (x,) und (y,) in K. Dann gilt:
a)Ist (x,) Nullfolge und gibt es CeR, und n,eN, so dass V n=n, gilt
|yal =C|x,|, dann ist auch (y,) eine Nullfolge.
b)Ist (x,) eine Nullfolge und ist (y,) beschrankt, so ist (x,V.)
ebenfalls eine Nullfolge
c)Sind beide Folgen Nullfolgen, so ist auch (x,ty,) eine Nullfolge.

d)Ist (x,) eine Nullfolge und ist meN, so ist auch W|x,| Nullfolge

Bew:Sei €>0. Nach Vor 3 NeR,, sodass |x,|<¢" ist, falls nur n=N.
Daraus folgt die Beh.



D2.1.3(1250) Eine Folge (z,) in K heiBt Cauchyfolge, wenn gilt:
V ¢e0 3 NeR, V n,meN:n,m=N ist |z,-z.|<e

S2.1.2(1250) Eigenschaften konvergenter Folgen

Vor:Seien (a,), (b,),a,b aus R, (z.), (w,),w,z,z, aus C, konvergent mit
n->o n->o n->o n->o

an=> a, b,2>b, z,.2 2z, w,?> w.
Beh:
1.)Jede konvergente Folge (zn);o=0 ist beschrankt

Bem. :an z = z, beschrankt, aber
n->oo
Z, 2 z ¢|: z, beschrankt. Bsp:z,=(-1)".

n-=>oo

0

2.)(2n) ,—o 1st eine Cauchy Folge, d.h.
(*) V e>0 3 no(e)eN: |z,-z.l<e V n,m=n,

Andere Formulierung im Zusammenhang mit Haufungswerten siehe Seite 1503:
Bem:z, > z = Ve>0 3 ny(e)EN:|z,-2z,/<e V n,m=n; (¢)

n->o
z,? z & Ve>0 d ni(e)EN:|z,-2,]<¢ V n,m=n, (g)
nsw S§2.2.5
3.)zm1—zn2 0 und Z2n_zn3 0
n->o n->o
4 )lim |z, =]z
n->ow
5. 1lim (z,4w,) =z+w
n->o
6.)lim (cz,)=cz V ceC
n-=>ow
7.)lim (z,w,) =zw
n-=>o

Andere Formulierung:
lim (z,w,) =2zw

n-»oo
a, a
8.)b#0 = |b,|>|b|/2 und (—) 2> (—).
bn H:OO b
Andere Formulierung:
. z
L ()5 () (now), w0
n-w w w

n
Bem:Gewisse w, konnen 0 sein:

80::|W| und |Wn_W|<€O/2 V n2n0(80/2) =
|Wn|280/2 V nzno(ao/Z)

Bem:a)Seien alle z,#0, und gelte %}TE z,=z#0. Dann ist auch

die Folge der Kehrwerte (1/z,) konvergent, und %}TB 1/z.,=1/z

b)Es reicht w#0: gy:=|w| = |w,—w|<&/2 Y n>n,(g) =
|wy|=¢e0/2 V n=n,(e/2)

n->o
9.)Gilt z,= z folgt fur jedes feste keN:
(.)zkozx  (L.)z K>z% falls z#0, z,#0 V n
10.)Gilt z,=z, VY n=n* (n*eN) so folgt Zn 2 2o

n->o

1250



11.)z,=z/n V neN mit zeC gilt:z, 2 0

n->o
12.)Fir z,=z", neEN, mit einem z€U;(0) gilt: z, 20
n->o
Bem:z,=nz", z€U,(0), Beh an 0
n-=>o
n n
Bew:|z|=m, |nz“—0|:(1 Ir < n(n—1)
+ < _
r 1+————r%, .
2
ny bestimmen
n
13.)Far Zﬁz z®, neN;, mit z€U,(0) gilt z, > 1 , geom Reihe
— _ Z
k=0 n-o0

[}

<>1

S2.1.3(1255)Vor:Seien (a,), (b,), (c,) Folgen aus R mit a, 2 a, bnj b, a€eR

n->o n->o
#beachten: Vor gelten fir alle folgenden Punkte!!!!!ll111]
Beh:
l1.)a,<a (=o) fir unendlich viele neEN= a<a (a=a)
Bem: a,<o fiir o viele neN $ a<o sondern a=a
2.)ay<b, (a,=b,) fiir unendlich viele neN = a<b (a=b)

3.)a,<c,<b, fiir fast alle neN und a=b = cn?a, a,? a, b,? b=a

n->o n->o n->o
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2.2(1300) Reelle, insbesondere monotone Folgen

(Aufgaben stehen manchmal nicht unmittelbar hinter Satzen)

D2.2.1(1300) Eine Folge (a,) aus R heiBlt (streng) monoton wachsend:
< ay<a,; (a<ap) V neN.
Bez a, man\
(a,) aus R heiRt (streng) monoton fallend : ©a, < a, (a.,:<a,) V neN
Bez: a, T, a, ¥

D2.2.2(1300)
Eine Folge (b,) heiBt Teilfolge der Folge (a,) aus R: &

o0

3 eine Folge (Vi) ,-; €N mit v.<v,,; und b,=a, V neN

(bn)=(avn)=(avn):’:1 Teilfolge von (a,) ,.; wenn V,<V,,; V neN
Andere Formulierung:

Sei (x,) eine beliebige Folge aus K.

Sei ¢ :N-> N streng monoton wachsend. Dann heiBt die Folge (x, ) eine
Teilfolge von (Xx,)

¢ (streng monoton wachsend): NoN ...also ¢ z.B.nicht vn, aber ¢ (n)=2n

Andere Formulierung:

Eine komplexe Folge (w,) heiBt Teilfolge einer komplexen Folge (z,),
wenn es eine streng monoton wachsende Folge von Zahlen n gibt, sodass
gilt: Wo=2Z, V n

D2.2.3(1300) Sei ¢ :N-> N bijektiv.
Dann heift die Folge (x4 () eine Umordnung von (x,)

D2.2.4(1300) Sei (y.) eine Folge aus K mit y,=x, fir alle n>n,.
Dann heiBt (y,) eine triviale Abanderung von (x,).

S2.2.1(1301)
Vor:Sei z, konvergent mit z, 2 z
n->oo
Beh:Jede (.)Teilfolge (z, ) von (z,), ( Umordnung und (..)triviale

n

-)
Abdnderung ist konvergent mit z, 2 z
n-»o

Bem:a, -~ und (a,) beschriankt = lim a,=sup{a,|neN]

n-»o

S2.2.4(1308) Bolzano Weierstral (BW) (siehe auch S2.4.1)
Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge

S2.2.5(1308)Konvergenzkriterium von Cauchy
(ist notwendig und hinreichend) .

Eine komplexe Folge (z,)c C ist genau dann konvergent, wenn sie das Cauchy

Kriterium erfiillt:

V e0 3 n.(e)eN: | z,-z,1<e V n,m=n;(g) &

Re(z,) und Im(z,) sind Cauchyfolgen.

Bem: (Vollstandigkeit von R) Jede relle Cauchy Folge konvergiert in R und
eine rationale Cauchy Folge hat einen rellen aber im allgemeinen
keinen rationalen Limes.
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D2.2.5(1309) Eine Folge (a,) 7_, aus R konvergiert uneigentlich gegen o

(bzw -©): o V KER 3 nxeN mit a, igK V n=ng, und man schreibt:

lim a,=(-0) bzw a, » 00 (-o)

n->w

Andere Formulierung:
Eine Folge (a,) .

n->o

_, aus R heiBlt bestimmt divergent gegen o, wenn gilt:
V KeR, 3 NeR, V neN,: n=N = x,=K
Bez: lim x,=0 oder xn:3 ©. lim -x,=00 = Folge (x,) ist bestimmte divergent

n=>w n-=>o
n->o

gegen -,
Bem:1.)Eine Folge (a,) aus R ist unbeschrankt <
3 Teilfolge (gﬁm von (a,) mit Ja, | 2 o s

n=1 n
n->ow

2.)Eine monotone Folge ist entweder konvergent oder
uneigentlich konvergent

3.)Sei (a,)©R und a,#0 V n>n,. Dann gilt: a, 3 0 & F;T :3 0
n-=>o n' n->ow

S2.2.6(1315) (Division durch Multiplikation und Addition)

Vor:Sei c>0, 0<ae<l/c und die Folge (a,) sei induktiv (rekursiv)
definiert durch a,.;:=a,(2-ca,) V neN,

Beh:a, 7 und l?1aﬂ:1/c

S2.2.7(1315)Wurzelziehen durch Division und Multiplikation und Addition

Vor:Sei c=1(falls 0<c<l, so betrachte 1/c), a&>¢g und die Folge (a,) sei

C
induktiv definiert durch * am¢:=1/2(af+;—) V neN,

n

Beh:a, \ und %}g an=+/c

C J—
Bem:a,b>0, A1.2.9 d):0</ap <1/2 (a+b) = am¢=1/2(aﬂ+;r-)2 ané;==¢c

n n

S2.2.8(1318) (AGM Verfahren...arithmetisch/geometrisches Mittel)
Vor:Sei 0<a<b, ag:=a, by:=b, und die Folgen (a,), (b,) seien
induktiv definiert durch

a+b
an+1:=\/anbn 4 bn+1:= n2 n V DEN
Beh:I,:= [a,, b.<[a,b], V nEN ist eine Intervallschachtelung mit
lim a,= lim b,=: 0€R

(0 heiRt das arithmetisch- geometrische Mittel von a,b: a=M(a,b)).

Bem:a=b = o=a=b
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2.3(1400) Expotential-, Logarithmus- und Potenzfunktionen

Bem:Stetige Verzinsung und natiirliches Wachstum
Sei x der Zinssatz bzw Wachstumsrate /Jahr, K, =Ausgangskapital.
Jahrl Verzinsung x, Kapital nach 1 Jahr Kq(1l+x)
Monatl Verzinsung x/12, Kapital nach 1 Jahr Ky (1+x/12)*?
Tédgl Verzinsung x/365, Kapital nach 1 Jahr K, (1+x/365)°%
Allgemein (1+x/n)", neN

#82.3.1(1400) a€eR, a>0, r,,reQ, r, > r= 4" >,

n [

n->o n->o
#82.3.2(1400) a€R, a>0, r,,s.€Q, peR, r, 2 p: a” :=lim a"
n=o0 n=ow
#82.3.3(1401) a€R, a>0, x,,xeRM, x, 2 x = a” >
n-=>o n-o

#S2.3.4(1401) a,x€R, a>0: x+ a*>0 A 1 falls a>1, ¥ falls O<a<l
#S2.3.5(1401)g>1, a>0, g*=a & 3, x=: /log a €R

—_—
Definition
$2.3.6(1401) x,,x,9€R, x,,x>0, g>1, %, 2 x = 9log x, 2 “log x
n->ow n->oo
$2.3.7(1402) x,,%,pER, x>0, x, 3 x>0: xh 2> x°
n->o n->ow

S2.3.8(1402) Vor:x€eR, x#0, n>-x, x,=(l+x/n)* V neN
Beh: (x,) %

$2.3.9 (1403)b,:=(1+1/n)""

Bem: a, wie in S2.3.8 Andere Formulierung
Nun gilt aﬂ(l)SbnSbf=Hﬁ-%)n“=(l+~%)1“=4 fir n=1 und mit m=[x]+1 auf
Grund der Monotonie von (a,(m))
O<an(x)S(1+§?)nS(l+~£% )™= (a,(1l))"<4™ fir n=1, kurz 0<a,(x)=<4"™ fir n=1
= a,(x) beschrankt = (anp(x)) 1ist Cauchyfolge

(a,,) monoton

$2.3.10(1403)[(1+1/n)", (1+1/n)™?' ist fiir eine Intervallschachtelung mit
lim (141/n)"=1im (141/n)™*=:e, neN d.h. 2,37<e<3,16

S2.3.11(1403)xeR & x,=(1l+x/n)® V nEN: (x,) beschrankt

S2.3.12(1404) zeC, lim (1+% )7 existiert.

n->o

]

S2.3.13(1404) | (lim Hﬁ-i)“—(l+z)|S|z|2Hﬁ» 2)“'2$|z|24“z”+1 V n>3,zeC

nwn n —

w
$2.3.14(1405) VY (w,) 2 0, w,€C gilt (1+—)" 2 1
n->o n=oo

S2.3.15(1406) V xR 3 lim (1+x/n)"=lim (1-x/n) "=:exp (x)

siehe auch S$2.3.18 5.)
1

$2.3.16(1407) x.€R, (x)) 2 0, x.#0 A x>-1 #fiir grobe n#k: (l+x)" e
n-»oo
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S2.3.17(1408) (1+x/n)™ 2 e* V x€R.
n -)ﬂoo
1

//2-3.16 (1407) (Xn) 2 O, Xn¢0 N Xn>_l, XHER.' (1+Xn)Xn 2 e//

n-=>o n->oo
D2.3.1(1408)
(.) Die relle Zahl e:=%}§(l+l/n)“heiﬁt die Eulersche Zahl
(..)Fur x€R definieren wir die reelle Expotentialfunktion
expm(x))zeXZ‘1im((1+x/n)”) einer reellen Veranderlichen durch

* n— o

exp: R = R,, x = lim (1+x/n)" (exp(x)=Ilim (1+x/n)")
52‘31‘1 1) Abbildung n»«

n->w

(..)Fur zeC (x€R) definieren wir die komplexe Expotentialfunktion
exp(z)=e*= i, (1+z/n)" einer komplexen Veranderlichen durch

ok n— o

exp: C»C, z =2 lim (l+z/n)®
Abbildung n»«
Bew fiir x€EQ ohne S$2.3.15 in S2.3.16 6.)

*

0 n

** Bew siehe $3.6.1 lim ((1+z/n)") =Y. — und $5.3.1 e=3 =
n->o n=0 n! n=0 n!
Bem:e=2,7182818...irrational, transzendent
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S2.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion
Fir z,weC, x€R gilt
1.) (.)exp(0)=e’=1
(..)exp(x)>0
2.) e*#0 V zeC :e?=1/e?
3.) exp(x)exp (y)=exp(x+ty) V x,vER bzw
exp (z) exp (w) =exp (z+w) ,auch efe"=e*" V z,weC
Additionstheorem oder Funktionalgleichung
4.) |e*—(1l+z)|< |z|%?'V ze(C
1

o T exp (- x)

—
—
= -_

6.) (.)exp(m)=e™ V me’Z, (..)exp(l/k%zeﬁfzvg' V keN,
(...)exp(r)=e* V reQ (siehe auch A2.3.5)

Bem:siehe jedoch //S2.3.17(1408) (1+x/n)"—e* V xeR.//

1
1—x

7.) 1+x<exp(x) V x€R, exp(x)=< V x<1

8.) x<y © exp(x)<exp(y) (strenge Monotonie)

9.y e =¢e", |e?|=eR®, |e?|=1 © Re(z)=0

10.)as 2 a = exp(a,) 2 exp(a) (Stetigkeit) a=*ow erlaubt

n->ow n->ow
speziell exp(l/n) 2> 1, exp(n) 2 ©, exp(-n) 2 0
n—)‘oo n->o n->o

X X
Bem: x, 3 o = e 2> o, e" >1+x,

n-=>oo n->o

X X 1
X > -0 = ¢e" > 0, e"= 2 0
— — —X -
n=>wo n-oo e " nsw

n n
11.)Fur n=2, neN gilt immer e(ﬂ) <n!<ne(ﬂ)
e e

Siehe auch D2.3.3 Bsp 5.) (1455)
12.) (1+z/n)" ist Cauchy Folge V ze C.

1402
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S2.3.19(1451)
Vor:y>0 Beh 3J x€R: e*=y
Aussage: Die Funktion exp: R—=(0,o) ist bijektiv (exp (x)=e¥)

D2.3.2(1452)Die bijektive Funktion zu exp:R—(0,o) ist definiert durch
exp (x)=e*:=lim (1+x/n)" V x€R heilt (natiirliche)

n-o

Expotentialfunktion mit Basis e:=lim (1+1/n)".

n->w

Die Umkehrfunktion log(0,©)— R der Expotentialfunktion
heiRt natirlicher Logarithmus oder Logarithmus zur Basis e
(log x=1n x)

Bem:log e*=x V x€R. exp(log y)=y V y>0, log 1=0

S2.3.20(1453) Eigenschaften des Logarithmus
1.)log e*=x V x€R, e'9v=y V y>0.
Log 1=log e’=0, log e=log e'=1

2.)0<x<y & -w<log x<log y; x,yER, (streng monoton wachsend)
3.)log(xy)=log x+log v V x,y>0 x,yER, Additionstheorem oder

logl/x=-1logx Funktionalgleichung
L) (.)ak=ek o9t ¥V a>0, V keZ.

(..)ar=e ™92 VY a>0, req.

1 1
— —logx — —loga

5.) Vx =e? , al/n i=Va=e" VY a>0 und neN,

o

) (.)1-1/x<log x<x-1 V x>0.

IN

7.)a,a,>0, neN, a, » a ® log a, ? log a Stetigkeit

n->o n->o

Bem:Aus 2.)log x>0 V x>1, log x<0 V x:0<x<1,
X, (0) = log x,—00 (-x0)

D2.3.3(1454)

Fiir a>0 sei aP:= e V beR (Potenz zur Basis a mit Exponenten b.
Siehe $2.3.18 5.) Bew fiir beQ #aber beR 222#
#5S2.3.5 clog aP=b*°log a & aP=, loed" = b loga

b®loga

V beR, b>0, a#1 Logarithmus von b zur Basis a#0.

‘log— _.
epgéé

-

< °log y=b*®log a & b= logy < b=flog vy

Hinweis: Verwendet im Bew S2.3.15
Bez:WE:=aL“:=exp(l/n log a) fir a>0. W6:=O

D2.3.4(1450)

(.) Fur a>0 heiBlt a*: R—(0,»), x a* die allgemeine Expotentialfunktion
zur Basis a>0, a#l

(..) log.: (0,0)—R, x log.x heiBt die Logarithmusfunktion zur
Basis a>0, a#l

(...)x%:(0,0)—>(0,0)heiBt allgemeine Potenzfunktion mit Potenz
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o€eR.
log x

loga , x%=e® 9 x >0, 0€R)

(a*=e* 1997, 1log x=

(1456)Eigenschaften dieser Funktionen:
Mit x,y,a,beER, a,b>0 gilt

1.)a%ay=a*"
2.) (a¥)’= a¥

3.)a*b*=(ab)*

4.)log.(xy)=log.x+log.y (x,y€(0,o)) Funktionalgleichung
5.)log. y: (0,0)—> R ist die Umkehrfunktion von a*, a#1,R—(0,»)
//#Bem: 3.) 9log af=p*9log a//

7.)1log a*=xlog a
S2.3.21(1460)Wichtige Grenzwerte

— n=>o0

1.) ¥n > 1

2.)1lim Ya=1 VY a>0

n->o

3.) 1im 981 5 gs0
n=>o n
p
4.y 1im L =0 (p>0)

n->w n

5.) lim \/ Unxe

n->o e/n —

> 1
1.),2.)

6.) Vor: x€R, |x|>1

n

X
Aussage: lim — =0
n-w n!

2.4 (1500) Haufungswerte (HW) von Zahlenfolgen

D2.4.1’ (1500)
1.)Sei (z,).enc C.

z€C ist HW von (z,) < 3 Teilfolge (z, )von (z,) mit limz =z

n n->ow n

Bem:Falls z,—~z, d.h.konvergent, so besitzt sie nur 1 HW.

v

o

2.)x€R heilt Haufungspunkt (HP)von M:e V >0 ist MNU .(x,) #Q.
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siehe auch 4.1 Seite 2201

# z€C heiBt Hiufungspunkt (HP) von (z,)..ncC e

# 3 (Zn )k,nEN: Zn F7Z V kEN & Zn 2> =z
k : g

# daquivalent

# V ¢>0 3 o viele neN: z,#z & z,€Utg(z)

# daquivalent

#

(o)
V >0 ist MNU ((xy) #0.

D2.4.1’'" (1501)

Sei (z,)c K. Ein z€K heift Hiufungswert (HW) von (z,): <
Ve>0 gilt |z,—-z|<e fiur unendlich viele neN <

Ve>0 gilt z,€U:(z) fur o viele n.

(Bew der Verbindung D2.4.1'’ aus D2.4.17)

Bem:z=1lim z, = z ist HW von (z,)

S2.4.1(1502)Bolzano Weilerstrass (BW)

Vor:Sei (a,) < R beschrankt

Beh: (a,) hat mindestens einen HW a€R und eine gegen a konvergente
Teilfolge. (-k<a,<k V neN)

Andere Formulierung (keine Einschrédnkung auf R)
Eine beschrankte Folge hat mindestens einen HW.

S2.1.2 2.) (1504) Seite 1250 andere Formulierung
Eine Folge in Kist genau dann konvergent, wenn sie Cauchyfolge ist.
(z,) o, 1st konvergent & (z,) ., 1st Cauchyfolge &

V ¢é>0 3 ny(e)EN V n,mEN:n, m=>n,(g) EN ist |z,—z.|<E.

Bem: Jede reelle Cauchyfolge konvergiert in R und eine rationale
Cauchyfolge hat einen reellen, aber im allgemeinen keinen
rationalen Limes.

Beachte: Konvergenz kann gezeigt werden, auch wenn Grenzwert nicht

bekannt ist

S2.4.2 (1505)

Vor:Sei (a,) €R beschrankt und H die Menge aller HW von (a,)
( = H#O0)
$2.4.1

Beh:d min H und max H.

Bem:1.)Ist (a,) a,€R nach oben unbeschridnkt, so 3 eine
Teilfolge von der Gesamtfolge (a,) mit a, =2 o,

n->o
V. neN 3 v, mit a, >n, v, >V, = a, 2 ©
n

n
n->oo

2.)Ist H=©@ und a,€R nach oben beschrankt, so gilt
a, @ -

-
n-=»oo

Beh:V k >0 3 no(k)eN, a.,<-k V n=>n,(k)

[}

nochso grofSe
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In D2.4.2' und D2.4.2’’ wird definiert.
Beginn mit D2.4.2’: D2.4.2'’ wird mit Hilfe von D2.4.2' wie ein
Satz bewiesen.
Beginn mit D2.4.2'': D2.4.2’ wird mit Hilfe von D2.4.2'' wie ein
Satz bewiesen.
D2.4.2' (1507)
Fir eine Folge (x,) <R heiBt
max H , falls( x_)nach obenbeschrdnkt und H # &
X 1= o, falls(a,) nach obenunbeschrdnkt
— o, falls(a, )nach obenbeschrénkt und H= &

¢

der limes superior der Folge (X,), x =Hmswp o _fim i

n— o n=ow
min H , falls( x,,) nachunten beschrénkt und H # &
—oo, falls(a, )nach unten unbeschrdnkt
o, falls(a,) nachunten beschrénkt und H= &

*
Il

der limes inferior der Folge (x,), x =liminf x,=lim x,

* n->o n->o

o- & a o+e€
] | . .
|__*nur 2ndlich viele x,>0+t€

* *

x=1lm x,€ER & 3 >0 x,€EU:(x) fir o viele neN und

x,> x +t¢ fiir endlich viele neN &

* *

Ve>0 gilt x,>x —¢ fir unendlich viele neN und x,< x +¢ fiir fast

alle neN (#es fehlen nur die endlich vielen x,> x +€)

D2.4.2'' (1508)

Sei (x,) eine Folge in R. Eine Zahl x heiBlt dann der groRte
HW oder limes superior der Folge (x,), wenn gilt:

" 1im . X,= x+ € hichstens fiir endlich vielen
x=11Mx o V 0 gilt: . ,
X, =x—¢ fiiroovielen
oder gleichbedeutend
*
o Ti x,<x+c¢ fiir fastallen
X=75w X, © V >0 gilt *
X,=x—¢ fiirco vielen

wir schreiben auch x =limsupx, =limzx,
n->o n—®

Offenbar ist x ein HW von (x,) und ein x>x 1ist kein HW wvon
(x,) . Insbesondere folgt aus der Existenz eines limes superior, dass die
Folge nach oben beschréankt sein mub.

Eine Zahl x heiRt entsprechend der kleinste HW oder limes inferior der

Folge (x,), wenn gilt:
X, < x—¢&hdchstens fiir endlichvielen

Y ¢>0: * ’

x,<x+¢ fiir ovielen
*

oder gleichbedeutend

) ‘ x,>x—¢ fiir fastallen
x=1lim x, © V >0 gilt *
x oo X,<x+efiir covielen
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wir schreiben auch x =liminfx, =lim x,.

* n-w n->w

Auch x ist ein HW von (x,) und jedes x<x 1ist kein HW wvon

sk
(x,), und der limes inferior kann nur existieren, wenn die
Folge nach unten beschrankt ist.

S2.4.3(1509) Eine beschridnkte Folge (a,)cR |a|<k V neN ist genau dann
konvergent, wenn |H|=1, d.h. lim a,=1lim a,€ER & |H|=1 &

n->o n->o

lim a,=lim a,=lim a,, a,€R

n->o n->o n->o

Andere Formulierung (auch fir komplexe Zahlen):
(z,) © C ist konvergent < (z,) ist beschrankt (d.h. 3I K>0
mit |z, <K V neN) und hat héchstens einen HW.
(Bew wie bei R)

Bem:
1.)Es gilt stets lim x,<lim x, und lim x,=1im (Supx,), lim x, =lim (infx,)

n=>ow n=>o0 n=w n— oo k>n n-ow n=oo k>n
2.) (x,) R A 0€eR:
o=lim x,

o Ve>0 gilt x,€U:(a) fir o viele neN A
x,=>0+¢ nur fur endlich viele neN
(sonst gdbe es einen HW P>a+€)

o V >0 gilt x,>0-¢ fiir © viele neN A
x,<o+e fiir fast alle neN.

o=1lm x,

< V e>0 gilt x.,€U:(a) fur o viele neN A
x,<o+&¢ nur fur endlich viele neN
(sonst gabe es einen HW P>a-¢)
o V e>0 gilt x.<o+e fir o viele neN A
x,>o+¢ fur fast alle neN.
3.) (siehe auch 1.))Eine Folge (x,) aus R besitzt immer
einen gréBten und einen kleinsten HW und diese sind
eindeutig bestimmt. Es gilt immer lim x,<lim x,, und

n->o n->o
das = gilt genau dann, wenn die Folge konvergiert oder
bestimmt divergiert. In diesem Fall ist dieser

gemeinsame Wert gleich dem Grenzwert der Folge.

—Zn+1 i . 1 T - T 1 .
2 <tim U] <Tm Aa] <iin
n n

4.)Es gilt stets lim |

n->wo

[2m1)
Z
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2.5 Doppelfolgen

Bezeichnung

Z’={ (m,n) |n,m&Z) }: Menge der ganzzahligen Gitterpunkte im RZ.

(n,m) €Z? werden oft als Indizes verwendet und heiBen dann Doppelindices.
Auch N?={ (m,n) |n,meN), NyZ?={(m,n) |m,neNy) }.

D2.5.1(1550) Doppelfolge reeller Zahlen
Abbildung a: N°PR: (n,m) Pa., (am) g

D2.5.2(1550)
(8mm) nm=1 hellt konvergent:
3 a€eR sodass V >0 3 N=N(¢)eN mit |an—-al<e V n,meN, n,m>=N
Bem: Limes oder Doppellimes a ist eindeutig bestimmt.
a= lim a,, oder a., 2 a

n,m=o n,m>ow

Bew entsprechend Bew zu //D2.1.1(1200) Bem: 3.)//

S2.5.1(1550) Cauchysches Konvergenzkriterium

(8mm) nme1 1ist konvergent <

V e>0 3 N=N(¢)EN mit |ayw-aml<e V n,n’,m,m’ =N oder
V n’>n>N und m’>m>N

S2.5.2(1552) Iterierter Limes
Vor: (am) konvergent, Ilim a,=a,

n,m-=>o0

® Y neN 3 a, :=lm a,,

m-> oo

0V neN I a,:=lim a,,

n=>o
Aussage: ® 3 lima,: a=lim a, bzw lim a,=lim (lim am)

n->o n>o n,m->w n->o 11— o0

®® 1 |lima,: a=lima, bzw lim a,=Ilm (lim a,,)

m->oo m->oo n,m=>o m->oo n->ow

©

D2.5.3(1554) GleichméaBige Konvergenz in n von (amm) jme
V ¢e>0 3 N=N(g), N#f(n): |am—2a,l<e V meN, m>=N
Andere Schreibweisen:

) m::c
a,=lima,, V n oder a,, 2 a,

m- o gim

S2.5.3(1555)
® und ®® ywie in S2.5.2, neu
Vor: (am) 4wt » 2m€R, 3 a=lma,, ® I a,=Ilima,, V neN

n->o m-= o

e H 5 =Iima, V meN

n->o

Aussage: ® 3 lim a,,=a=lim ( lim a,,)

n,m->o n->ow m-> o
®® H lm a,=a=lim (lim a.,)
n,m-=>ow m-=o n-=wo
(® und ® ® 3 lim a,=a=lim (lim a,,)=1lim (lim a,,))
n,m=>o n=>w m=>o0 m=>o n->w
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	(..)Für xR definieren wir die reelle Expotentialfunktion
	exp|R(x))=ex((1+x/n)n) einer reellen Veränderlichen durch
	exp: RR+, x(1+x/n)n (exp(x)=(1+x/n)n)
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