A0.2.9 Gegeben sei die Funktion f£:{1,2,3,4,5}—{1,3,5,7} mit
f(1)=1, £(2)=3, £(3)=7, £(4)=7, £(5)=5.
Bestimme f ({1,2,3}),f7({3}), £({5}), £7({5,7})
Ist £ injektiv, surjektiv, bijektiv?
Ist f..5) injektiv, surjektiv, bijektiv?

Los:£({1,2,3})={£(1),£(2),£(3)}={1,3,7},

£ ({3})={x€{1,2,3,4,5} 1 £(x)=3}={2},

£71({5})={x€{1,2,3,4,5} 1 £(x)=5}={5}

£1({5,7})={x€{1,2,3,4,5} 1 £(x)=(5,7}}={5,3,4}

f injektiv? 3 x,,x,€{1,2,3,4,5} mit x;#x,:3#4 mit f(x;)=f(x,):

£(3)=7, £(4)=7, £(3)=f(4)=7 = f nicht injektiv
f surjekiv? Sei X={1,2,3,4,5},Y={1,3,5,7}
V yey={1,3,5,7} 3 mindestens ein x€X mit f(x)=y:
f(1)=1, £(2)=3, £(3)=7, £(4)=7, £(5)=5
f ist surjektiv (fir y=7 existieren sogar 2 Elemente
aus X mit f(x)=y)
f bijektiv? Nein, da f nicht injektiv (£(3)=£f(4)).
£..5) injektiv? X'={1,2,3},£(1)=1, £(2)=3, £(3)=7,
Y={1,3,5,7} V xi,xEX" und x;#x,:f(xy)#f(x,) Ja!
ﬁugﬁ} surjektiv?Y=£f(X’), f(x)#5 fir x€{l,2,3} Nein !

fi,.5 bijektiv? f,.-) ist injektiv und nicht surjektiv = Nein!
\ j I

A0.2.10 Gebe an/zeige: Eine Abbildung f von X nach Y ist genau
dann injektiv/nicht injektiv, wenn gilt:
a)x,x’'"€X und x#x’' folgt f£(x)#f(x")
Los:injektiv
b)Gibt es zu jedem y€Y hochstens ein x€X mit f(x)=y so ist f
injektiv
c)Gibt es zu jedem x€X genau ein y€Y mit f(x)=y, so ist f trotzdem
nicht injektiv.
d)Wenn flir x,x’€X mit f(x)=f(x’), x=x’" 1ist, so ist f injektiv
e) Gibt es eine surjektive f:[0,1]—[0,1]°7
Lés: f(x):{x,fallsxe[o,l) > 9a
0, fallsx =1
A0.2.11 Welche der folgenden Abbildungen von R in sich sind
injektiv, welche sind surjektiv?
f(x)=x3, f(x)=ax?+bx+c (a#0), f£((x)=|x|, f(x)=e*.

A0.2.12 Gegeben sei eine Menge M#©@ und deren Potenzmenge
P ).
a)Bestimme eine injektive Abbildung f:M— P (M) .
Los:Bsp f:M—>P(M). f(x)={x}. Dann ist f injektiv, denn aus
f(x)=f(x2) folgt {x;}={x:} = x=x;
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b) Beweise, dass es keine surjektive Abbildung g:M— P (M) geben kann.
Hinweis:Betrachte die Menge A={x€EM|x#g(x)}

Bew:Annahme:Es existiert eine solche Abb g:M— P (M) surjektiv.
Sei A={xEM|x#g(x)}. Da g surjektiv d x,EM mit g (x,) €A,
#d.h. x.#g (%) }# da P (M) auBer allen XEM noch weitere Elemente
enthalt und diese wegen Surjektivitédt einen Partner in M haben
missen. Dann ist x,€EA oder x,&A.
Wenn x,€A, dann heilRt das x¢#g(xq) EA.
Wenn x,€& A, dann heiBlt das x,=g(x¢) €A = Widerspruch
Annahme einer surjektiven Funktion g:M— P (M) muss also falsch
gewesen sein. (...auch fur o groke P (M) richtig)

A0.2.13 Es seien f:X—Y und g:Y—Z Funktionen. Zeige:
a)f surjektiv, gof injektiv = g injektiv
b)g injektiv,go f surjektiv = surjektiv
c)Aus go f injektiv = f injektiv
d)Aus go f surjektiv= g surjektiv
e)Sind £ und g injektiv=> go f injektiv
Bew: g: X=Y, f: Y—Z, x,x'€X, fog(x)=fog(x'); Zu zeigen x=x"

f(g(x))=fog(x) = fog(x“)=f(g(x"))= f(y)=f(y") =2 y=y'=
\H; gin}‘ektiv 7  injektiv
g(x)=g((x") = x=x'
gin}‘ektiv

f)Sind £ und g surjektiv= goO f surjektiv
Bew: z€z. d y€Y: f(y)=z. Da g surjektiv I x€X: g(x) = y =

-

g surjektiv f surjektiv
fog(x)=f(g(x))=f(y)=z = fog surjektiv
g)Folgere aus c¢) und d) :f,g bijektiv=> go f bijektiv und

zelige, dass dann (go f)'=fltoqg™.

A0.2.14 Es seien f:X—Y und g:Y—Z Funktionen. Zeige:
a)f surjektiv & I g:Y=X mit fog=idy

Los: V"™ y=idy(y)=(fC>g)(y)=f(9£y))=f(x) = d.h. alle Elemente von Y

werden von y erreicht, f ist surjektiv

= “definiere g:Y—=X, g(y)=x (wobei f(x)=y) d.h. zu jedem y
finde ich mindestens ein x da surjektiv.
(fog) (y)=£f(g(y))==f(x)=y=id,

A0.2.15 Geg sei eine nichtleere Menge X und 2 Funktionen
f,g:X>X. Bewelise oder widerlege: Es gilt stets fog=gof
Los:#Wertebereich muss nicht gleich X sein
fog#go f: Setze z.B.:X={0,1} und definiere
f:X->X durch £(0)=f(1)=0 und g:X—>X durch g(0)=g(l)=1 =
£(g(0))=£t(g(1))=£(1)=0 und g(£(0))=g(£(1))=g(0)=1 = fog#gof

A0.2.16

a) Es sei eine Funktion f:A—B gegeben. A;CA, B;CB.

Beweise:f 1 (£ (A;)) DA,

Los:Seil x€A,.Def y=f(x) und B;=f(A;) = yEB, = f1(B;)={z€A|f (z)EB;}
= x erflillt die Bedingung f(z)€B,, denn f (x)=y€B; =
x€E(By)=f" (£ (A1))
f1(f(A))=A gilt im Allgemeinen nicht. Gegenbeispiel siehe b)

#LOs:A CE (£ (A)) .

Sei x€A; baf = yef(A;) mit f(x)=y =
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d x€A :f ! (y)=x oder (A x’€A\A,:f*(y)=x’ und I x€A,:f*(y)=x)
= x€EA, und xEf T (f(A;)) = A, Cf(f(A)).

b)Es seien X,Y Mengen #0© und f: X— Y eine Abbildung.
Zeige fiir AcX, BcY: f(A)= [f(x)| x€A], £ (B)=|x€X| f(x)EB|
f(£f*(B))=B gilt im allgemeinen nicht. Gegenbeispiel
Bew:Seil X=bq,xﬁ, Y=bﬁ,yj, mit x;#x,, y:#y,und f:X— Y definiert
durch f(x;)=f(x;)=y: (d.h. £(X)=y1).
Gegenbeispiel:
Weiter sei A={x,] und B=Y=y,, vy, =

£(E(R))=f" ({y1]) ={x1, x.}=X#A und £ (£ (B))=f (" %2 )=[y.]#B

f(A))=A V AcX & f injektiv
“1(B))=B V BCY & f surjektiv

c)f ist injektiv & £([ 1 ™M )= 1  f£M) V scP(X),s#0

//D0.2.6 Bem:2.)(203);f6§;Y'ist]§;?;ktiv e f(A)Nf(B)=f(ANB) VA,BcX//
//(107)Eigenschaften von Bild und Urbild einer Funktion f//
//b)f(!4€L M )cn £(M), McX//
Bew:“ < “folgt aus D0.2.6 Bem 2 mit S={A,B} flr beliebige A,BcX
(f (A) NF (B) =I_el___f_(l\_/l)_;z'?;eS_M_)_:E(_A_ﬁ_B;)__

,= “Sei f injektiv. Sei ScP(X) ,S#@ bel.

(Y ™My)yc( ) f£M). Noch z.z. £( ¥ ™M s ) £ wie

™M =S MesS ™M =S MesS
folgt
m = =
ve f(M) =~ y€f(M) V MES (besser:V MeS:yef(M))
V MES T xy€M mit y=F (xy) f‘fkt,
injektiv
V MeS d xEM mit y=f(x) und zwar dasselbe x V MeES
, < “klar
i “f(XMl ) =£( XMz )finzktiv XM1:XM2
o Axel 1 ™M nit y=f(x) © yes( [ 1 D1
M =S M =S
Bem: Es wurde sogar | L £ (M) =f£ (| L D1 ) bewiesen

A0.2.17 f:X>Y. Zeige daB immer gilt fo idy=f und idyo f=f

A0.2.18 f:X—>Y bij und f* die Umkehrfkt.
Zeige fof*'t= id,, f' of= id,

A0.2.19 Sei angenommen, daB eine Funktion g:YHX existiert, sodal

fog=idy,go f= id,. Zeige, daB dann f bijektiv und g=f"' ist.
Was kann man schlieBen, wenn nur fog=idy oder go f= id, gilt?
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A0.2.20
Es seien X,Y Mengen #©@ und f:X—Y eine Abbildung. Zeige:
a)f ist genau dann injektiv, falls es eine Abbildung
g:Y¥Y—=X mit go f= id, gibt
Bew:,=, Sei f injektiv = V y€f(X) Id _genau ein x,EX:f (x,)=y
Y wahle auBerdem noch ein x*€X fest
(méglich, da X #0©) Def g:Y—X,

~ x,,falls y = f(x)
9(v) x* falls y & f(X)d.h.y €Y\ f(X)

Sei x€X beliebig = (gof) (x)= go :Zﬁf) =x, da

=yes/(X)

f(x)=y, d.h. x,=x (beachte: x, ist

eindeutigqg) > g(y)=x da f(x)=y V xe€X =

x bel

go f=id,.. beachte Def und Wertebereich wvon
go f und id; sind gleich
s=,:d g: Y>X mit go f= id, d.h. Z.z:f injektiv,
d.h.z.z. Y Xi,X, mit x#x, = f(x;)#f(x,), d.h. f(x)=f(x,) =
X=X,
Seien x;,x,€X mit f (x;)=f(x,) =

l

x,=id.(x1) = (9O f) (x1)= g(f(x1))= g(f(x)= (gO£) (x;)

Vor \Y%
1dy (X2) =%,

[}
=

£60

=yeEf(X)

Sei x€X bel, = gof(x)= g( )=x, da f(x)=y, d.h. x,/~=x

(beachte das x, ist eindeutig) ;11 go f= id,

(Beachte: Definitionsbereich und Wertemenge/Zielmenge der
beiden Funktionen sind gleich).

b)f ist genau dann surjektiv, falls es eine Abbildung h:
Y->X mit foh = idy gibt.
Beh:f surjektiv © d h:Y—=X mit foh = idy (h heiBt Rechtsinverses)
Bew:Skizze siehe bei Def fiir Surjektion
“=,Sei f surjektiv = V ye€Y I x€X: f(xy)=y. Dies ist mdglich, da
f surjektiv. Sei ein xy fixiert(es gibt
viele). Sei h: Y—=X, h(y):=xy=> (foh) (y)= f(xy)=y = foh=id,
»<,3 h: Y>X mit foh = id,
Z.z.: f surjektiv, d.h. V yey 3 xeX: f(x)=y.
Definiere h(y)=xy. Sei y€Y beliebig,
Setze x:=h(y) = x€X = f(xy)=f(h(y))=(f0oh) (y)=id,(y)=y = f£0h=id,
Beachte:Def und Wertebereich von f,h und id, sind gleich) d.h.
V yey 3 xeX: f(x)=y
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c)f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g:Y—X mit

go f=id, und fog=id, gibt. Dieses g ist, falls vorhanden, eindeutig
bestimmt.

Beh(.)f bijektiv & 4 g: Y=X mit go f=id,
(..)dieses g ist eindeutig
(g=f' siehe spater, heiBt inverse Funktion)
Bew(.) :“=,1. Moglichkeit:Wahle g=f':Y->X =
gof = f'of=id,, fog =fo f'=id,
2. Moéglichkeit:Da f injektiv und surjektiv ist,
4 g: Y>X mit gof = id, (nach a)) und
d h: Y>X mit foh = id, (nach b). Geniigt z.z. h=g.
Dies gilt, da h=id,0oh=(go f) oh=go (f0oh)=goid,=g
»<, klar nach a), b). 3 g: Y=X mit gof = id, und

fog=id, ...surjektiv+ injektiv....bijektiv
Bew (..)Eindeutigkeit wvon g:

Sei g :Y=>X mit go f=g o f=id,,
Z.z: § =g
Bew: § =id,o g=(gof)o g=go (fo §)=go id,=g

f og=id,

fog=fo g =id,

A0.2.21 Sei M #@ eine Menge von Mengen.
sel wie folgt definiert:
M;~M, : © es existiert eine bijektive Abbildung f: M;—M,
Zeige, daB ~ eine AR auf M ist

Die Relation ~ auf M

//D0.2.6 (203) Bem:3.)f: X—=Y bijektiv g: Y—=Z bijektiv //
// = go f: X—Z bijektiv und (go £)™* = flog?//

Bew: (.) ~ 1ist reflexiv, d.h. M~M VY Me M, denn idy: M—M ist bijektiv.
(..) ~ iSt Symmetrisch, V Ml,Mze M MlNMz = MzNMl
Bew:Sei M;~M, D? 3 bij £: M>M, = f': M>M, bijektiv D?f My~ M,
ef ~ el ~
(...)~ 1ist transitiv, d.h. V M;,M, M;s€ M: M;~M,~M; = M,~M;,
Bew:Seil M1~M2 und M2~M3 = 3 bljektlve f: M1_>M2, g: M2_>M3
=

Bem3 g @ £: M,>M; bijektiv = M~M,
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