1.9(1100) Polynome, rationale Funktionen

Polynome als formale Ausdrucke und als Abbildungen

Polynomabbildung z P agta;z+...+a,z"
Betrachtung Korper K=F,={0,1}; lﬁ§51+x2 in F, wie folgt; Abb gleich!!!

X ‘ X P 1+x x P 1+x?
T 0 0
0 1 1

Also kann keine hoéchste Potenz angegeben werden.

Addition und Multiplikation zu Polynomen sind erkléart, aber es gibt
z.B. zu xP x?kein Inverses, erfillen also nicht alle Kdrperaxiome.
Man spricht von einem Ring, in dem es nicht fir alle Elemente ein
Inverses gibt

Deshalb Polynome als formale Ausdrucke
D1.9.0 Polynom iber einen Korper ist ein formaler Ausdruck

P(Z):ao‘l'alZ‘l'...‘l'anZn, ajEK, j:O, 1,2,...,1'1
D1.9.0.1 e Addition

P(z)=acta;z+...+a,z", a;€K, j=0,1,2,..,n
Q(z)=botbiz+...+b,z", a;€K, j=0,1,2,..,n
(P+Q) (x)=(agtby) + (a;+by) z+.. .+ (a,tb,) 27,

gewisse aj,b;€K, koénnen 0 sein

e Multiplikation
(P*Q) (z)=(agta;z+...+a,z") * (bptb;z+...+b,z") =

k
(20*Do) + (a1 *botac*by) z+ (a,*botar *bitag*h,) z2+. . . +[ D, a;*bey] z*
j=0

k=0,1,..,m+n
Schreibweisen:

Menge der Polynome K(z): { a :No— K mit a(n)=0 fiir fast alle n}
Abbilgungen Kb;;er
(fast alle: fiur alle bis auf ® viele n..
endlich viele n sind #0)

a(n)=a,, a =(ag,aiy.mran,0,0,..)

Abbil:i‘ungen
Definitionen in dieser Schreibweise:

Addition: (ao, aiy ) + (bo, bl, ) = (ao+bo, a1+b1, )
k
Multiplikation: (ao,ai,..)* (bo,bi,..)=(Co,C1,..), Cf=§: a;*by-y
_ =
Korperaxiome erfiillt? Nein: denn zu (0,1,0..) existiert kein

Inverses
Man spricht von einem Ring, hier Polynomring, in dem es nicht fir
alle Elemente ein Inverses gibt (siehe pl9 anlage)
z.B.: Z, ist auch ein Ring da kein a mit a®a'#1

Polynomabbildungen

D1.9.1(1100) Seien neNy, ag,a;,az...,acK, z°=1, 0°=1 gegeben, dann heiBt
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n
1.)Die Funktion P:K—=K, zm E: ayz® ist ein Polynom in z mit
k=0
Koeffizienten aq,a:;,az...,a, und Grad n, falls a,#0 (n=grad(P) oder
n=y(P)). Polynome ) (P)=0 sind konstant P(z)=c#0, ce€C, aber
nicht identisch gleich 0, solche vom Grad n=1 bzw n=2 heiRen
lineare bzw quadratische Funktionen.
Die Menge aller Polynome (Variable z) mit Koeffizienten in K wird mit
K[z] bezeichnet, die Teilmenge der Polynome

vom Grade hochstens gleich n sei K,[z] fiur ne€N,.

Beachte:grad(Q(z))=0 falls Q(z)=a,#0, f:zP Y axz=0 V z = f=0

k=0
2.)Ein z,€K ist Nullstelle von P: & P(z,) =0, P(z)#0

Wir nennen z, eine Nullstelle m-ter Ordnung, oder Nullstelle der

Vielfachheit m von P, wenn es ein Q€K[z] gibt, so dass

P(z)=(z-20)"Q(z) V z€K gilt, und Q(z,) #0.

Bem:Das Polynom x°+1 hat offenbar in R keine Nullstelle, in C dagegen
besitzt es 2 Nullstellen, namlich i und -i. Wir werden spater
beweisen, daB jedes nicht konstante Polynom mindestens eine
Nullstelle in C besitzt.

3.)Mit Polynomen P,Q: K=K ist die Funktion

P(z)

R: K\[Nullstellen von QJ—-K, z® (2) eine rationale Funktion.
z

Andere Formulierungen:
Sind P,Q€K[z] und ist Q nicht das Nullpolynom, so ist der Quotient
P/Q iUberall dort definiert, wo Q(z)#0 ist. Wir nennen P/Q eine
rationale Funktion und die Menge der z mit Q(z)#0 heiRt ihr
natlirlicher Definitionsbereich. Die Menge der rationalen Funktionen
sei mit K(z) bezeichnet.

4.)P=0 (d.h. P(z)=0 V ze€K) heiBt Nullpolynom mit
Y(P) :=-00 (damit Bem immer richtig)
Falls alle gg;O’éind folgt P(x)=0 und wir nennen dieses Polynom
das Nullpolynom oder die Nullfunktion.

Bem:-"y(P*Q)=y(P)+y(Q), falls P=0 oder Q=0 ist y(P)+y(Q)=-o

5.)Sei PeK[x] fir ein neN, und seien x;,...,x.EK verschiedene
Nullstellen von P der Vielfachheiten m;,...,m,. Dann sagen wir:

u
P hat HF:EZIm Nullstellen in K (wenn wir entsprechend der
j=1
Vielfachheit zahlen, was normalerweise der Fall ist). Die
Aussage, dass P hochstens n Nullstellen haben kann, ist also zu

u
interpretieren als 2: my<n.
j=1
6.) K heiBt algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom #0 eine
Nullstelle hat
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Bem: Jeder Kérper hat einen Erweiterungskérper K , Kc K, der algebraisch
abgeschlossen ist.
C ist algebraisch abgeschlossen.

Beachte, dass die Bezeichnung der Unbestimmten v6llig willkirlich ist. Wir
werden daher im Fall K=C oft C[z] bzw C(z) fir die Menge der Polynome bzw
rationalen Funktionen mit Koeffizienten in C schreiben.

Bem: Yy (P*Q))=y(P)*y(Q)
Y (P+Q))<max{y(P),y(Q0)}, (< falls sich die hoéchsten Glieder aufheben)

Abbildung
¢: f€K[z] PDie Abbildung arf(a), acK,
K[z] »Abbildung (K,K) ???...Im allgemeinen nicht injektiv, aber

P1.9.1 ¢: K[z] PAbbildung(K,K) ist injektiv, falls K unendlich viele
Elemente hat
Bew: Seien f,g€K[z], ¢(f)=¢(g), |K|=0 = ¢(f-g)=0 Nullabbildung,
zu zeigen: f-g=0 = f-g hat o viele Nullstellen.
Es gilt aber |{Nullstellen eines Polynoms h}|=< grad h, denn sind

Ay A Nullstellen = h(x)=(x-2;) (x-X) ... (x-A,) r(x) = y(h)=n (..0) =
P:l;r;om
f-g=0

S1.9.0 Addition von Polynomen (Gewisse ay,by konnen auch 0 sein)

n
(D, az* Z b,z%) = (@ag+bo) + (a1+by) z'+. . . (an+by) z

Multiplikation von Polynomen

n
;E' a,zk 221 b.z®) =(agta;zt+...+a,z"%) (bgtbiz'+...+b,z") =
k=0

k n
aobo (alb +aob Z a- bk ] .. +[ Z ajbk_j] z"

Bew: siehe A1.9.2
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n
Al.9.1 Gegeben sei ein Polynom f: R—=R, f(x)=z cyx® mit c,#0.
k=0

Es sei a€R eine Nullstelle von f, d.h. es gelte f(a)=0.
n
Beweise, dass |a|<i Z | cxl .
|Cn| k=0
c, |+ |+...|C L
Bew: |a[<1: |a|<1£|0||1| |"|=i z lCkl .
|Cn| k=0
c,l+|c |+...|C n
#| ol*lelt. ”lzi Z lcy|>1 = weiter wie oben
|Cn| |Cn| k=0 \aTél
lal=1: f(a)=0 = cotcia+t..co,a"t+c,a"=0 =
n—1
Cpa® ==Cp=Cra—..Cpaa" == ). c,at =
k=0
n—1 n—1
lcal lal™=] D), ca*I< D, lcgllas| =
k=0 k=0
1 t= 1
lcallal™ * — leel fakl * )
|c,llal k=0 |c,llal
n—1 n—1 n
1
als g Xodedlar 2 o B ded< g X
n k—() |a|>1,k;(n_1)<0 n k:0 n k:O
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Al.9.2

a)Es seien n,meN, ay, ...,a., by, ..., 0,€C mit a,, b,#0. Zeige, dass
fir die Polynome P ( 25 a,z® und Q( 25 b,z* gilt:
k=0 k=0

P'Q ist ein Polynom vom Grad n+m, genauer:

n+m

P ( 25 cyz¥mit cy = 25' avby, k=0,...,n+m, wobei
v+u =k
a,=0 V k>n und b,=0 V k>m gesetzt sei.
n+m n+m
Bew:P(z)*Q(z)= & & ab,z'z" = Y, > ab.z= Y, c,z'= P*Q ist ein
Z Z = 7 k=0 0<v<n+m k=0
v=) u=0 O<p=n+m
v+u=k
ynom.

beachte a,=0 fiur v>n, b,=0 fir u>m. Rechts stehen mehr
Summanden als links, aber Summe ist gleich.
Genauere Erladuterung der Umsummation am Bsp n=3, m=2,

m n 0 1 2 3 4 5
5 abs
bs...bs=0
4 acbs aib,
as...as=0
k=1 3 aobs aibs asbs
2 ; aocb, albg‘ézb2k§3b2 ;
1 ;aob;?gh@\gﬂn asb; Bb:
0 ; acbg taibg kégbo %<\ asbg
- ¢ T 11

Bei der linken Summe wird iber alle Gitterpunkte im Rechteck

0<v=<n, 0=<u=<m summiert, wahrend bei der rechten Summe iber alle
Gitterpunkte im Dreieck 0 <v+u <n+m summiert wird. Man beachte, dass
in den Punkten des Dreiecks ohne das Rechteck (diese Punkte hat

man hinzugenommen) der Wert a/b,=0 ist!
k
Bem:c, 1laRt sich auch in der Form cg=25 avbr.y schreiben.
v=0
n+m

a,#0, b,#Z0 = cmm:Z a * brims =a,0,#0

v
—

v=0 =0forv>n
(alle Summanden =0 fir v>n). Also grad(PQ)=n+m
#Im Bsp oben n=3, m=2
0 1
#co= Z avbx~v=aobo-0, C1= Z avbyv=aobi-otaibi-1,
v=0 v=0

=0 firn+m—v>m d.h.v<n

2
#szz avbyv=agb, otaib, 1 tazbs, ..
v=0
5
#C5: z avbk_v:ao b5—0 +a; b5—1 +a, b5_2 +a3b5_3+ a4 b5—4+ 05 b5—5:a3b2

v=0 —— — — — —
=0 da 5>2 =0 da 4>2 =0 da 3>2 =0 da 4>3 =0 da 5>3

#Im Bsp n=3, m=2: flir k=4 ist

4 =0 =0 =0
— — —

fc= Y abiy =a, b ysmey t@1b,_g.poy TAD24asDI+ A, 5., 5 Do=asb2tasb:
v=0
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n

2
ISEDD (Z) =(2n”) , Hinweis: (1+x)7(1+x)"=(1+x)?"

k=0
//81.7.4 (906) a€C y n,m,k€EN,, FEN:// (2kn) (Z)

a a a+1
//1.) (n) +(n+1) :(n+1) //

/ n!
3. “)z( n ) = i = : = (”) falls n=
//3-) (” nom) (n—m)!(n—=m-n)!  m!(n—m)! oo alls nzm//

(
N §

_ n n
//5.) B +[ 3 ]— o/ ") ")
J -1 J _ (n
s1A7:3A)(V)
//6.) YV a,b,zEC N n€N,: (a+h)” = Y, (Z) akbrr= ). (Z)b”‘kak
k=0 k=0
Bew: ﬁ' (an) xk = (x+1)2"=(x+1)"(x+1)" = [ z (Z) x) ][ z (Z) %) ] =
k=0 Binominalsatz Binominalsatz k=0 12 k=0 1 A1.9.2
a by
L n ° 2n . i ( ) n 2n i‘ ( ) n
= , [ n ( )ka x€C = ( ):= n ( ) V k=0,1,
k=0 (k) (n ) im0 v=o ) \k=v s1.7.4 " o ) ke
2N =
k=n
e ) () =2 ()
v n—-v s k
v=0 _ n
s1‘7;3.)(v)

S1.9.1(1103)

Vor:Sei P ein Polynom, Yy (P)=1, n€N,

1.)Ist z,€C eine Nullstelle von P(z), so 3d ein Polynom Q(z) mit
Yy (Q)=n-1 sodass gilt P(z)=(z-2z,)Q(z) V zeC

//81.7.2 (903)a,bEC, n€N,: 2.) a™'-b""=(a-b) Y, a'b"*// =
k=0 it

Bew: P(z)= Y, ayz", n=1, P(z,)=0, z,€C = P(z)=P(z)-P(z,)=

k=0
n n o n—1
Z axz - z axzo” = ar(z"-z,%) = a a(z Tt-zg MY =
_ _ —— —— — !
k=0 k=0 aozo—aozgzo k=l k=¢+1 =0 51722)
n—1 I3 n—1 n—1
(z=2o) a w220 = (z-zo) ), a ap, 2'z0 =
£=0 v=0 P v=0 o=v
0<f<n-1
n—1 n—1

(z-20) z' (Y, araz™)=(z-2,)Q(z)

<
Il

o

—
|
<

n—1
( Z a;1z'V)=by, v=0,...,v-1,
I=v

wobeil bpa=a,z," " ®Y£0, da y(P)=n
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2.)P(z) hat hdéchstens n Nullstellen in C, auRer wenn es das
Nullpolynom ist.
Bem: n, nicht n+l entsprechend 0,1,2,..n
Bew:A, :P mitﬁfTP%EQENO hat hoéchstens n Nullstellen in C.
n=0: D) :P(z) E%S#O, Y (P)=0 #0 Nullstellen
n—n+l:Sei y(P)=n+l
1.Fall P(z)#0 V zeC = A .,
2.Fall 3 z,€C P(z)=0 = P(z)=(z-20)Q(z),
1. -
I.H y(Q)=n = Q h;t héchqpeﬁé n Nullstellen
P(z,)=0 & (2z:-2Z7)=0 odar Q(z,)=0 = P(z) hat
hochstens n+l1 Nullstellen.
(An = Apsy wahr)

S1.9.1’ (1104) Fir ein P( 2: a,x*€K[x] (Menge aller Polynome) und

beliebiges x,€K ist P (x+x) }: b><, mit by= 2: ( )ap% 7V 3=0,...n; also

ist P(x+x,) wieder in K[x] und hat den glelchen Grad wie P
k
Bew:Es ist nach der binomischen Formel (x+xo)“=§:(k)xg_jxj, V k€ N,
j=o0\J
also folgt durch Vertauschung der Summationreihenfolge

n n k ) n

$acm = Fa(taie = 5 0 FfKani-3 o,
= k=0 — i=0 - k=i \J

Bin Formel 0<j<k<n 1= unabh von k <=J .

b.
J
und daraus ergibt sich die Behauptung.
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$1.9.1’7 (1105)Sei PeK[x] mit y(P)=n fur ein neN. Dann hat jede
Nullstelle x, von P eine eindeutig bestimmte Ordnung m, und m=<n.

//81.9.1(1103) Vor:Sei P ein Polynom vom grad n=>1.n€N,//
//Beh:1.)zy,EC Nullst von P(z), so 4 ein Polynom Q(z) mit grad(Q)=n-1/

// sodaB gilt P(z)=(z-z,)Q(z) V zeC//
n n n k
Bew:Gesucht b, fiir P( Z =D by (x-%0) = D, by D, (") (-xo) FIxi=
k=0 k=0 k=0 j=o \J
DY (k)bk(—xo)k‘j: ay=, (k.)bk(—xo)k], 0<j<n
- = \J
j=0 k=j
j=n o>k-1—(3)bn(—x0>“-“= .
-1
j=n-1:a,. )bk( ) Ko (z_l)bm(—x ) (n“l) by (=) "7 =
n—1+n bn (_XO)ni(nil) = bn—lzan—l_nan(_xo) Uusw (ﬁ)
Allg:aj= (';)b XO j j‘l‘ z (I;) bk( Xo)kj b+( ) Z bk kj =

=j+1 ]+1

>j

Alle by lassen sich ausrechnen.

n
Falls x, Nullstelle: 0=P(x¢)= ), by (xo-xp)*

= bO =
R
0°=1,0"=0
n
m mindestens 1 in P(x)= z: (x=X%0) *= (x=x0) "Q (%)
k=m
n
Nach S1.9.1' kénnen wir P in der Form P( ==§: by (x-x%0)* schreiben,

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten brih(xo)EK. Ist xq

Nullstelle, so ist m=min{k: by#0}>=1, und P(x) = (x-X7)"0(x) mit
$1.9.1

Q(xg) #0. Das bedeutet, daB xy Nullstelle der Ordnung m<n ist.

Die Eindeutigkeit der Nullstellenordnung ist leicht zu zeigen.
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S1.9.1’77 (1106) Divisionssatz (Division mit Rest)
Vor: Polynome S(z) EO0 ,P(z) beliebig.
Beh: 3 eindeutig bestimmte Polynome Q(z) und R(z) :P=Q*S+R, Yy (R)<y(S) S.
Bew: Q Menge aller Polynome, M:=P-Q S > 3 R: Y (R)=min{y (M) }
a

R
Annahme Yy (R)>y(S) = 4 Ql(z):z;@uixym*ywh a& ,aSk Koeff von S,R =
Sdeg S

R, (z) :=R-0,5=P- (Q+Q,) S, R.€M: Yy (R,)<y(R), da

[ —
T~ ag
R,) := a. +..a YRy _ __degR _y(R)-y(S) a. +..a Y (3) _
Y (Ri) :=y ((ag Ris (z)¥™) a z (ag St s (z)Y™))
deg S
R,
a. +..+a 7 ) Y(R) R MR Sy (RI-y(S) g 7)Yy =
y( RO RdegR ( aS SV(S) ( ) )
y(S)
a, *..+a YR — g YRy <y (R) =
Y ( R, &m)(z) &m)(z) ) <y (R)
Widerspruch zu y(R)=min{y (M)} = Y(R)=y(S) falsch = Beh
Y Y Y Y
Eindeutigkeit:

Annahme 3 Q, R: P=QS+R, Yy(R)<y(S) S = (0-Q)S=R -R =

y(R)<y(S)
Y(R -R)<y(S) .
Annahme Q#Q : Y(R-R)= y((Q-Q)S)= y(0-Q )+Yy(S)=y(S) =
y(R-R)<y(s)

Widerspruch = Q=Q A R=R
Andere Formulierung:

K[x] Menge aller Polynome mit Potenzen von x.

Sei f,ge€K[x], g#0, dann

3 eindeutig bestimmte g, r€K[x] und f=gg+r, Yy (r)<y(qg)
Bew: Existenz

f(x)=apt...+tanx", g(x)=bet...+bx", a,, b.#0 (£=0 = g=0)

Fall n<m setze r=f und g=0 ...o0k

a
Fall n>m setze qf:E"—x“"m Polynom, setze fi=f-qig = y(f;)<y(f)=
m

Wiederhole bis y kleiner y(g) wird.

Eindeutigkeit
f=qg+r, f’'=q’'g+r’'= r-r’'=q’'g-qg=(gq’'-q)g wobel y(r)<y(g) und y(r’)<y(qg)

<
Y(g)>y(r-r’)=y(q’-q)+y(g) = y(q’'-9)<0 = y(@’'-q)=-c = q’'-g=0 =
D1.9.14)
g’=g und r’=r

Bsp: f(x)=x’-1, g(x)=x’+2
(x°-1) : (x*+2)=x°-2x Rest 4x-1
- (x°+2x%3)
-2x°-1
- (-2x%-4x%)
4x-1
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la,|+|a,|+...+|a |
S1.9.1"777 (1105) |z|=p:=2 | | & IXIZ(ZQE/aM)lm, G eR, >
an

|P(z) = G
//81.2.1 (406) Vor: K angeordnet, a,b€K 7.)|a+b|=|lal-|bl|=lal-1bl//

Bew:P (z) :=a,z"+a,1z "'+.taiztag, a,#z0 =
z" (1+b, l +b,-, lz +..bg l ) =a,x"g(z), bor:=a,./a,.
Z VA Z”
Sei B:=1+|byi|+ bzl +ulbol=1l =
1 1 1
h(z) :=|Das = +bos = +.Do — | < (bps | +1bs |+ | Do | ) 1 _B >
z Z Z |Z| |Z| |z|=2p
z)<p/2p=1/2 =
1(2) 1=1 14Dys = b, +u09 = | 2 1-|Dys = b, by = |=1-h(2)21/2 =
Z VA Zn - VA VA 7
S$1.2.17.)
[Pl=lanx"g(z) I=1g(z) | |ax"|=(1/2) |ax"| fir
\a+a .+a_ . +..+a,+a
|21 22B=p:=2 (1+ by |+ Dy | +.. | g | =2 1 |“;2| L 0 5
\ n

1z12p A [2]=(2G /la.])¥" = P=1/2%((2G /la,1)")"=G

P1.9.2 feK[z], £#0, A€EK Nullstelle von f =

3 geKiz], f(z)=(z- A)pg( z) ,Vielfachheit der Nullstelle peN, g (A)#0
Bew: S1.9.1''Y > f(z)=(z-A)g1(z)+r(z)=> y(r(z))< y(z-A)=1] = r konstant =
O=f(A)=r(A) = r=0 = £(z)=(z-A)g:1(z)
Bsp: (x°-1):(x-1)=x+x+1 = (x-1) (x°+x+1) = 0
x=1
- (x7-x%)
x-1
- (x*-x)
x-1
—(x-1)

0

Sl.9.2(1107)Identitétssatz fiir Polynome

Vor:Seien Polynome P ( zz axzk, %=2: byz® mit n,meN,, n>m gegeben. Fiur
k=0
n+l verschiedene Zahlen zl,....,LWLEC gelte P

/
(z5)=0(z5), A4=1,2,...,n+1
Beh: m=n und a.=by V k=0,1,2,...,n, also P(z)=0(

z), OSk%n

/
//81.9.1(1103) Vor:Sei P einPolynom vom Yy (P)=>1. nENWH”

// 2.)P(z) hat max n Nullst in C, auBer wenn eS/daS//
// Nullpolynom 1Bt // /
Bew: P ( 25 &J-—jrﬁmg Falls n>m, dann sei bﬁ=0 V k=m+1,....,n

\ \
n ~

P(z)-0Q(z)=_ (a~by)z"|ist PBinom mit y(P-Q)<n

k=0 v Sa
P(zy) -0(z5)=0, J=1, 0+l = P(z)-0(z)=0 = P(2)=0(z)
5§1.9.12.)
ny n, ) ny n v n n
Bem Z Z Aw= Z Z Avuy Z Z avuzz aw , l=usv=n
v=m, v=m, p=m, v=m, v=1l pu=1 u=1 v=p
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Bem:Sei eine rationale Funktion REK[x]. Nach dem Nullstellensatz kann das
Nennerpolynom von R nur endlich viele Nullstellen haben. Also ist der
natiirliche Definitionsbereich von R gleich K\ T, wobei T eine endliche (evt

sogar leere) Teilmenge von K ist. (2kn)

Bsp: ((1+z)7)*=(1+z) 2; (2n) 2% é (2) (:)z(zkn)

//7A1.9.2 (1101) n,mEN,\ao,...,an,bO,...,meC; an, bn#Z0;//
|

n+m

//P(Z)=Z a,z"F Q(Z)=Z\\bkzk : P(z)- Q(Z)—Z cxz® , o= Z avbu,//
k=0 k=0 | v+m=k

//k=0,...,n+m; a,=0 I7’k>‘\n A b,=0 k>m/7’\
//81.7.4 (906)aeC ' n,m,kEN,, ;ézv 3.) (o= //

PAHERPI N R

s/

—_
—_
’_l
+
N
S~
1l =
o
—_
=
— =
N
u
N
==
| =
¢
N\
= N
N~————
N
b

L A=0_ 2L J A19.2
2 3 n  £(j=0
2: (7 Gﬂ z = (ﬂ (")z Polynome gleich =
¢=0 o<izn /W =0 =0 i) \I-1
0<j<n |
i+j=1

k
Koeffizientenvergleich'w2"»=§: (ﬂ (2¢) YV k€{0,1,...,2n}

2n n 2n 2n

crso i (15 ) = L) 0005, 065 (0
a)Beweise (P¥d)= g () (V 1)

p q
Lés: (1+x)° (14x) %= (1+x) P ¥V x€RA : (1+x)P(1+x)%=[ ). ()XJ > ()

j=0
%
v q q
) ™

S
+
-

v=0 j=0 Koeffizientenvergleich
n+m
b)Beweise V n,meN die Gleichung 2: (Z)*(?):(m;ﬂ
k=0

//A1.9.2 (llOl)P(z)—Z a,z*, Q(z)—z bez*://
k=0

n+m

//P(z) Q(z)= 25 cz¥, o= >, ab., k=0,...,n+m, //

v+u =k

//  ag=0 V’k>n und by=0 V k>m gesetzt sei.//

n+m

Bew:P(z)=(1+z)™". Dann gilt P(z)=2, (m*1)z" und

v=0
P(z)=(1l+z)™(1l+z) ( )zj n)zk= zV (7? (n)= AR (7? ( n.)-
j=0 k=0 k v=0 0<j<m J k v=0 Z J vl
0<k<n J=0
jtk=v
Nach Identitatssatz flir Polynome (an
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=g () (o) -2

J=0

E

0 fiir j>m,n

Al.9.4 (Polynomdivision)Gegeben seien Polynome F und G mit %?O.
Beweise, dass dann Polynome Q und R mit Y (R)<y(G) existieTen
mit F(x)=Q(x)G(x)+R(x) V x€R. Sind Q und R eindeutig bestimmt?

m
Hinweis:Es sei y(G)=m und Yy (F)=n+l sowie G(x%zzz bx* und
k=0
n+1
F(x)==§: a,x*., 0.B.d.A. sei m>0. Fiihre eine Induktion nach n
k=0

durch. Reduziere hierbei den Grad durch Betrachtung des

an+1

b

m

Polynoms F (x)=F(x)- x"TG (%)

Bew: #Vorbetrachtung:

n+1 m
# ( 2: arx®) 1 ( 2: bex¥) = (apa X" +a,x .. aox?) @ (bpx™+..byx°%) =
k=0 k=0

+1 -
# l;l_ nlemy usw
m
n+1
k an+1 n+l-m m 0
#1. Rest: apx*- X (bpx™+..bex") =
k=0 m
n+1
a
# k_ ntl_ N+l nviomsg b m-1y b 0y —
arX“—apX b X (bp1x LooxY) =
k=0 m
n
k_ b n+l-my m-1 0
# ax b X (b1 ™ 4. yx%)
k=0 m
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O0.B.d.A. y(G)>0, sonst G(x) =c#0 = F(x)= p G(x)+ 0
N R
Q) "
A(n): Zu jedem Polynom F vom y(F) =n und G vom Y (G)=m

existieren Polynome Q und R wie oben.
Bew:von A(n) V neEN mit Induktion nach n. Setze m=y(G).

n+1

Der ,erste“ Rest #bezogen auf ( E: ax®) 1 ( 2: byx*) .. .hat noch
/
/7 #nichts mit Induktion nach n+l zu tun
- K n+1
an+1
F (x)=F(x)- b_ xPHEG ( Z axfe L gt ymlp pox0) =

| m

~
grad Fj|(x)=n<n+l, d.h. es gilt A,
weiter !siehe unten
# n<m-1, |d.h. auch

n=m-1: Es sei y(F)<y(G)=m
Betze Q(x #O und R(X)E =
&(R)<m und F( (x) X)
' o
|
| .
nn+l:Es gelte A, fur ein neN,. Weiter G Z bx* mit b,#0
| k=v
I n+1 ////
:und F( Z ayx® ein Polynom y<n+1 -7
| k=0 -
I - an+1 “”
Betrachte F (x)=F(x)- — x™'™G(x)=
[ b,
| n a
|
|Z apxtay kM L ety em z byx*) =
l'k=0 bm
: n a m—1 n a m—1
IZ anxk_ n+1 sentl-m Z kak: Z anXk_ n+1 Z bkxk+n+l—m
[ k=0 bm k=0 k=0 bm =
| ~
' = grad(F )<n =
| — -~
IkSm—l; n+l—m<k+n+l—-m<n IndHyp
|

| 4 Polynom mit Q, R mit F (x)=Q (x)G(x)+R (x) und y(R )<m

+ - an+1 - an+1 -
F(x)=F (x)-l—b—x““’mG(x):Q (x)G(x)+ — x*"!'""G(x)+ R (x)=
(Q(x)+ t')”l X" G (x) + R(x)
" ~ =R(x)
=Q(x)

Eindeutigkeit:
Es gelte F(x)=0:(x)G ( ) TR (%) =0, (x) G (x)tR,(x) mit y (R;)<m ' grad (R;) <m
= (Q1(x)-Q2(x))G(x)=R:(x)-Rz(x)

Annahme Q;7Q; = Y ((Q:1(x)-0Q,(x))G(x)=m Widerspruch zu
Y (R (x) -Ri(x)) =m-1 = Q:(x) =0 (x) = Ri(x) =R;(Xx)
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Al1.9.5

S(x)= D, awx, T(x)=Y, bx*,  a,20, b,#0,
k=0 k=0

m n m n m+n
(S*T) (x)=( X, awx") (2, byx")= 2, X abx*= > > abx’, 0<k<m, 0<j<n
k=0 k=0 k=0 j=0 {20 k+j=I
=k+j
Hochste Potenz m+n, Y (S*T)=y(S)+y(T).
m

(SHT) ()= Q. awx™+ X, byx® = D (apth) x+ D, byx*= y(S+T)=
k=0 k=0 oBdA m<n k=0 k=m+1

n, falls m<n

falls a,+b,=0..<..y (S+T) <max{y (S),y(T)}
P(X)z(a+x)=(x+a)= (x+aﬂx+a—1)“(x+a—v+1),
v \% v!
Zéhler v Faktoren = y(P(x))=v

0(x)= 0_’] (x )=Z (0{) (x(x—l)...(x—v+j+1)

j=0 ./ v—j] j=o \J (v—j)!

a)Seien P,Q,0; und R Polynome.
Zeige: (.) Aus P=0Q;0+R mit y(R)<y(Q) folgt y(Q;)=y(P)-y(Q),
auler
(..) wenn Y(P)<y(Q) und dann ist Q; das Nullpolynom.
Los: (*) y(P)=y (QiQ+R) <max{y (Q:Q) ,R}=max{y(Q:)+ y¥(Q), Y (R)}
(.)Y(P)=y(Q), Beh. Q; ist nicht Nullpolynom
Bew:Annahme Q; ist Nullpolynom =
Y (P)=y (Q:0+R) <max{y(Q.0) ,R} = Y(R) =
QQ,=0 i
Y (P) <y (R)<y(Q) = Widerspruch zur Vor. y(P)=y(Q)
Y (Q10) =y (01) +y (Q) 2y (Q) =y (R) =
in (*) gilt#="m-atsc yTP)=y(Q:)+y(Q) =
Y (Q1) =y (P) -y (Q)
(..)y(P)<y(Q). Annahme: Q; ist nicht Nullpolynom =
Y (2:0) =y o) +y (Q) =¥ (Q) >y (R) =
Y (P)=max{y (O )ty (Q), Y (R)}=y(Q:)+y (Q) =y (Q)
Widerspruch zur Vor = Q; Nullpolynom

b) Finde Polynome Q; und R mit x°-2x2=0Q;(x) (x-1)2+R(x) V x€R, und

Y (R)<2.
Los: (x°-2x2) : (x2-2x+1)=x342x2+3%x+2 Rest x-2 =
(x°-2x2)=(x342x243x+2) (x-1) 24+ (x-2)
(y (P)=5>y (Q)=3 = y(Q,)=5-2=3),
(x°-2x2)=(apta;x+a,x?+a;x3) (x2-2x+1) +tby+tbx=. ...

asx°+ (a,—2a3) x (a;—-2a,tas) x3+ (ag—2a,+a,) x2+ (-2agta;+b;) x+ (ag+by)
a3=l, a2_2a3=0,a2=2, a1—4+1=0, a1=3, a0_6+2=2, aO=6, _12+2+b1:0,
b1:9, 6+bo:O, b0:_6)

Al1.9.6 Zeige: Sind P,Qe K, [x], so ist PQe K[x] und es gilt
Y (PQ)=y(P)+y(Q), auch falls eines der Polynome (oder beide)
das Nullpolynom ist (sind)

Al1.9.7 Zeige, daB die Menge K(x) der rationalen Funktionen mit

Koeffizienten in K ein Kdrper ist.
Al1.9.8 Beweise fir véN und «,peC die Identitat
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(*) 2: (Q)( ﬁ.)=(“;ﬁ). Siehe auch A1.9.3.

j=o VT

Anleitung: Nimm zundchst a=p€N an. Zeige, dass dann P(x)=(a+ﬂ

v
v

und Q(x)= Y, (?)(vij) Polynome vom Grad < v sind. Folgere aus Aufgabe
j=o

Polynomdivision, dass P(x)=0Q(x) gilt V xe€N. Wende dann den
Idenditatssatz fir Polynome an. SchlieBe dann analog, dass die
Gleichung auch fur a€C gilt.

//A1.7.9 (910)Zzeige fir p,q,VEN, die Formel (p:q):z(va 1) -/

j=o0\J
//A1.9.3 (1107)Beweise V n,mnk€N die Gleichung 2: (:)*(f):(mzn)//
k=0
//Bew:P(z)=(1+z)™". ....Nach Identitdtssatz fiir Polynome//
m+n m n mjiln
= . = ) /S
O e B v R DN ]
Ofiir j>m,n
. AN B\ _ :
Bew: (*)A1.7.9, Al1.9.3: 2; (?)(v—j)_(a;ﬁ) V a,peN (nicht €C!)
Zundachst a=peN.
v Terme
Setze P(x )=(a+ﬂ (a+xﬂa+x 1) (a+x—v+1) v (P) <v
v v!
N N —1)(x=2)...(x—v+1
=2 (552 (9 e x2)alxvel) oy ) <y
j=0 V=l j=0 J (V_]),
Es gilt P(x)=Q(x) V xEN_yggen (*) .
P(x) und Q(x) stimmen an meht als®w+1 Stellen iberein.

Idenditatssatz Polynome = P(x)=0Q(x) V x€C=
> (4,7 )=[#) v aeN, pec ()

=0 el mee o T

Puo=(4F), @ =X [](/), Pw=Qw ¥xeNvegen ().

Idenditatssatz: P (x)= Q (x) V xeC.
PRV VVDVVVDVDVDDVDDVDVDVDDVDVDDDDVDDDDVDDDDVDDDVDVDDDVDVDDDDVDDDDVDDODDDDOD

1114



Al1.9.9 Algebraische Zahlen. Eine Zahl & heiRt algebraische Zahl, wenn
€ Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist,
wenn also ag, ...,a€Z(a,#0) existieren mit agt+a;&+...+a,&"=0.
Insbesondere ist jede rationale Zahl p/g als Lésung der Gleichung
p-agx=0 # p —q x =0# eine algebraische Zahl.

o @ ¢

a)Zeige, dass die Menge der Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten abzahlbar ist.

L6s:Z.z. M={P(x)=a¢ta;x+...+a,x", neEN, a;eZ:j=1...n} abzadhlbar

Bew:M= U M= U {P(x)=acta;x+...+a,x", a;€Z:1...n}
neN neN
(M, Polynome vom Grad=<n)
Beh:M, hdochstens abzahlbar = M hodochstens abzahlbar

Bew:Sei n€N fest, setze j={0,1,2...,n} endlich und A;=Z#0.

n
? A= E A=ZUZU..Z (n+l mal).
j=0
V PEM,, P(x)=apta,x+...+a,x" a€Z ist durch f:J-A, f(j)=a;

eine Abb definiert und umgekehrt fur f:J-A f(j)€Z ist ein

n

Polynom definiert d.h. Mf=é;2= X Z kart Prod endlich.
j=0

Z hdéchstens abziahlbar = M, hdéchstens abzahlbar

b) Zeige, dass die Menge der algebraischen Zahlen abzahlbar ist.
Los:Z.z. A={E ist algebraische Zahl} ist hochstens abzahlbar.

Bew:A={E€C:P (E)=0 fir ein PeEM} =
E {E€C:P(E)=0 fur ein PEM,}= E A,.

neN neN
Es gilt:P€M,, (y)P=<n = es gibt max n Nullstellen.

Beh:A, ist hdochstens abzdhlbar = A ist hdchstens abzdhlbar.
Bew:A,= U {¢&eC:p(&)=01}, M, abzdhlbar = A= E N,

PEM, pEM,
hoéchstens abzahlbar.

p max n Elemente
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